EJERCICIOS DE INTEGRALES DEFINIDAS. AREAS

Ejercicio 1:
Halla graficamente las siguientes integrales:

6 x | 1 —_—
a)j (—+1)d.r b)J V16 — &% dx
2\ 2 —i
a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya al- EENN
tura mide 4. 12
) 2+ 4 .
Area=2T2% . 41242 - 4
b)y=V16-x? = yp?=16-x* = x?+ y?=4? (Circunferencia)
1
T T El recinto cuya area queremos calcular es
/ 3 N medio circulo de radio 4 u.
/ LN
/ o vE V16— x2 \ 1 1
Area=— m-rP=— - m-4%=
2 2
/ 1 \
l' \ =176-n=8 T =251 u2
-4 -3 2 - 0 1 2 3 4
Ejercicio 2:
X
Sea la funcién: F(x) = | log(i?+ 4)dt. Calcula F'(x).
# 0
x X
F(x) = J. log(t? + 4)dt = | f(t)dt, siendo f(t) = log(t* + 4) continua.
] « (]

Por el teorema fundamental del calculo:

F'(x) = f(x) = log(x* + 4)
Ejercicio 3:

/2
Calcula la siguiente integral: J. cos xdx
0
n/2 )
w2 T
J. Ccos X dx = [SEﬂx]ﬂ = sen ?—5(3?30 =1-0=1
0

Ejercicio 4:

G
Calcula: J' (43 — dx* — 3) dix
1

=—-49428 + 2.8 = —4940
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Ejercicio 5:

S |
Calcula:j _ 1 ax

01+ x°
1 It
I= [arctgx]ﬂ =arctgl—arcig (= "
s
. - T
Observacion: dx =
0 _xz + HE 4£I
Ejercicio 6:
Halla el area comprendida entre la funciéon y = x3 - x?-06x yel eje X.
I. Hallamos las soluciones de la ecuacion: x° —x? — 6x =0
Son 2,0 y 3.

II. f(x) = x> — x* — 6x. Buscamos su primitiva:

3
G(x) = J'(x-’r -2 = G = £ - L3
m.G2)= =%, 6o =0, 63)==2 i
VER == |
IV. GO - G(-2) = 10 -
' 3 [\l
\
G(3) - G(0) = =032 »up, ‘
T
El area buscada es: 16 , | 63| _ 253 u? AN,
3 4 12 \ 1
H\
(Se incluye la grafica para entender el proceso, 0N
pero es innecesaria para obtener el drea).

Ejercicio 7:
Halla el irea comprendida entre las funciones y=x*+ x3 e y=ax%+ x2 + 6ux.

Se obtiene la funcién diferencia: g

_-})=(x4 +x5)—(x4+x2+6x)=x3—x2—6.x 6 = x4 af

Ahora se calcula el drea comprendida entre esta fun-
cion y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejer-

58]

cicio anterior. \

. 2 -4 =2 2 | 3
Por lo tanto, el area buscada es % u?. I
(También aqui es innecesaria la grafica para obtener MPTPEIPM Wi

el area buscada).
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Ejercicio 8:
Calcula el drea comprendida entre la curva: y=3x%—x + 1, el eje X y las
rectas x=0y x=4.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x?—x+1=10
No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G(x)=J.(3x2—x+ l)dx=x3—%+x

. G(0) =0, G(4) =60

IV. G(4) — G(0) = 60

El drea buscada es 60 u?.

50

40 /

30 /

10 -~

Ejercicio 9:

Calcula el drea bajolacurva y=3x-2 entre x=-1y x=1.

I. Hallamos la solucion de la ecuacion 3x— 2 =10. Es 3

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: —1, %, 1.

I11. Buscamos una primitiva de f(x):

G(x) =J(5x—2)dx= %_u

g /
7 2 -2 —1
V. G(-1)=—, G|=|=—, G(1)=—
( 2 (5) 3 : 2 - Jy=3x+2
4
2 2 7 _ =25
V. Gl=|-G(-1)= — - —=— ,:
(5] D=5 377 2
G(1)_G(£):—_1+£:i iBER
3 2 3 O 2
25 1 26 1 /
El area buscada es: ‘_—‘ 1.2 _15 .
6 6 6 3
/
(Se incluye la grifica, aunque es innecesaria para i
obtener su area). /
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Ejercicio 10:
Halla el area bajo la curva y = Va entre x=0 vy x=4.

[. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = Vx .

G(x) = j Voo dx = % Voxcd

2 16

. G =0, G == -8§=-2

© @ 3 3
L G(4) — G(0) = %‘5_ :1?6 2

. 1
El area buscada es: ? u-.

(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria
para obtener el area).

Ejercicio 11:

Halla el drea comprendida entre y=x*—-5 e y=—x?+35.
. = =

I. Buscamos las soluciones de: x? -5 =-x?+5. Son —5 y V5.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.

1I. Se obtiene la funcidn diferencia:

p=(=2+5) - (x2-5) =-2x2+10

III. Buscamos su primitiva:

-

et
T

M

P

iy oS
Gx) = J('—Zx? + 10)dx = 2; + 10x
Iv. G(—N‘?) = —_2(:-\; G(N‘?) = EN'S \
3 3 7
V. 6(¥5) - 6(-5) = 245 + 25 - D5 2
— 3 ==
El area buscada es: 4—0\;"3 u?. I\ L
3 J [\
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para
obtener el drea). I
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Ejercicio 12:
Calcula el drea comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejer-
cicios siguientes:

a) y=4—x% y=8-2x2 b) y=a% y=4-x?
Q) py=ad-3x%+3x; y=x d) y=x(x-1D(x-2); y=0
e) y=x% y=1 f) y=a?—2x; y=—x?+4x

@ y=—x?+d4x—4; y=2x-7

a) 1. Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 - 2x% Son -2 y 2.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
1. Calculamos la funcion diferencia:
yp=(8-2x2)—(4-x2)=4—x2

IMI. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = J(4 _a?)dx = dx — x?

V. G(2) =g+ 8 -_10 10
3 3 9
P N EEE S
G(2) =8 - ﬁ = 1_6 r
3 3 &
16 [ 16)_ 32 // 4 \
V.Gz'—c:_z'=_'*___’>)=; X
@G == ( o)== y ;
f/} =4 —x° ;‘
El drea buscada es: 32 u?.
3 -2 -1 0 1

b)I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? = 4 — x2.

— — _
Son —V2 y V2 (nuestros limites de integracion).

II. Calculamos la funcion diferencia:
yp=(4—a?)—x*=4-2x°

I11. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = J'(4  2a?ydx = da - 2
V. G(—V2) 4‘;'2 G(VZ) - 8*;2
V. G(V2) —G(\2) = 8V2 | 8V2 _ 16V2
3 3 3
16NV2
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(Se adjunta la grafica, aunque es innecesaria para hallar el area).

=
A

il y=4-x2

(e 8

4]

[

_2 1 0 1 2
c) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x3 — 3x% + 3x =x. Son 0,1 y 2.

II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(x—-3x?+3x) —x =x% - 3x? + 2x

I1. Calculamos su primitiva:

4
IV.G(0) =0, G(1) = %, G(2)=0
: 1
G(1) — G(0) = —
-
-1 5
G(2) - G(1) = % UEX;
. 1 -1|_1 5
El area buscada es: i + ‘T‘ =5 U ! ________,/}
/--"'""__ y=a7 {35+ 3
(La grafica que se adjunta es para
entender mejor el ejercicio, pero es
innecesaria para obtener el drea). 0 1 2

d)I. Buscamos las soluciones de: x-(x—-1)-(x—-2)=0. Son 0,1 y 2.

II. Calculamos la funcion diferencia:
y=x-(x-1 - (x-2)
III. Calculamos su primitiva:
G(x) = J.x- (x—1) - (x—2)dx = % —xd + x?

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado o).

) 1
El area buscada es: > u?,
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e) . Buscamos las soluciones de la ecuacién: x?=1. Son -1 y 1.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=xr-1

II1. Calculamos su primitiva:

2 2
V.G =2, G(1) ===
(-1) 3 (1) 3
| 2 2 _ 4
V. G -G == _ £ -2
(1) (-1) 3 3 3 1

El area buscada es: ‘?‘

I|I
d
N

(Se adjunta la grifica, aunque es 'y = x?
innecesaria para resolver el ejer-
cicio).

-1 v 1

f) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x* — 2x = —x% + 4x. Son 0 y 3.

II. Calculamos la funcion diferencia:
p=(x% - 2x) — (—x? + 4x) = 2x* — 6x

1. Calculamos su primitiva:

- 3
G(x) = J(zxz — 6x)ddx = % — 32
L T -tk
IV. G(0) =0, G(3) =-9 ’
2
V. G3) — G(0) = -9 e /
El 4rea buscada es: |[-9| =9 u?. 0
| 2 i
(Se adjunta la grafica, aunque es -1 D= A%+ 2%
innecesaria). -2
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g) 1. Buscamos las soluciones de: —x? +4x—-4=2x-7. Son -1 y 3.

II. Calculamos la funcion diferencia:
p=(=x?+4x—-4) - (2x-7) = —x? + 2x + 3.

I1. Calculamos su primitiva:

-3
GG = [+ 2+ Bae = 2 4 4 5

[y

-5 B y=—x+4d4x — 4 |
V. G(-1) = 3 G(3) =9 B 1o 1 Ti,
. . 3 2 R
V. G3) -G =9+ 2 =32 i
3 3
p=2x =7
El area buscada es: 32 u’. /;
3 / .
(Se adjunta la grafica, aunque es / 2
innecesaria para la resolucién del rV 9
ejercicio). 10
Ejercicio 13:
/4
Calcula: J. sen x cos x dx
0
” V212 2T
J. sen x - cos x dx = rdr=\—] = —
1] 0 2 o 4

Aplicamos el siguiente cambio:
senx==1 cosx-dx=dt
para x=0; =10

M'E

ara x= %o p= 22
. 7T
Ejercicio 14:
Halla el valor de la integral definida de la funcion f(x) = r _ 3 cos (2nx)
en el intervalo I=[0, 2]. x+1
11 3 - sen (2nx) |
J.{ —3 - cos (2nx) dx=[fﬂ(x+1)_~ - _
olx + 1 2.1 0

= (3)—In(1)=1Im(3)
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Ejercicio 15:
Dibuja el recinto plano limitado por la paridbola y?—x =1 y por la recta pa-
ralela a y = x que pasa por el punto (1, 0). Calcula el area de ese recinto.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: y%—1=yp+ 1.

(Esta ecuacion resulta de despejar la x en: p?—x=1; y=x-1).

Sus soluciones son y=-1 y 2. Y — 41
- ...---"'"""—..-l.' =y 1
T _—
3 X
[S——
‘-"""-l-.
T —
II. Calculamos la funcion diferencia:
x = {.}}.2 o 1) _ {_}). + 1') =‘_}}.2 —y— 2
III. Buscamos su primitiva:
3 2
G = J.(yz —y—2dy= % - yT -2y
Y —10
IV.G(-1) = —, G(2)=——
(=1 ¢ (2) 3
oy v_ —10 7 _ 9
V. G2)-G(-1)= — — — = —
(2) - G(-1) ‘ £
El area buscada es ‘_—9 -2 2
2 2
Ejercicio 16:
Comprueba que |1 2x—1|dx = >
o 0
2 »1/2 2
J' |2x—1| ~d=| (2x+1D dx+J' Qx—1) dax =
0 J 0O 1/2
1/2 2 -1 1 1 1 5
= |—x2 2 _ =" + 2 = ==
o2+l 4 la? ol =t v 422 e =2
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Ejercicio 17:
Halla el area limitada por la funcion y = 2x — x? y sus tangentes en los pun-
tos en los que corta al eje de abscisas.

. Buscamos las soluciones de la ecuacion: 2x—x2=0. Son 0 y 2.

II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x — x%, que es f'(x) = 2 — 2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f'(0) =2, por tanto es y = 2x.
La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f'(2) = -2, por tanto es
y=-2x+4

III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: entre 0 y 1 y entre 1 y 2.
La funcion diferencia en el primer intervalo es:

S0 = 2x — (2x — x?) = x?

y en el segundo intervalo es:

S =-2x+4-(2x—x?)=x?—4x+4

IV. Sus primitivas son:
- - 2 X 3
G, (x) = jx = 2

-3
G, (%) = j{xz —dx dyde = 2 -2 ¢

. , 1 . Lo 1
V. G(0) =0, G,(1)=—, G,(1)=G,0)=—=
3 3
.7 ... 8 - 1
G,(1) = —, G,(2)=—, G,(2)-G,(1) = —
3 3 3
2
El area buscada es: 1,1_2 u?, 3
3 3 3
(Se adjunta la grafica aunque no es 2
necesaria para resolver el ejercicio).
1
0 1 2
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Ejercicio 18:
Calcula el area limitada por la curva y = a3 — 2x? + x vy la recta tangente a
ella en el origen de coordenadas.
I. Calculemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 0), para ello calcu-
lamos la derivada de nuestra funcion:
y'=3x? —4x+ 1
() =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacion y = x.

1. Calculamos las soluciones de: x3 —2x2 + x=x. Son () y 2 (limites de integracion).

IT1. Obtenemos la funcion diferencia:

y=xd—2x% + x—x=x7 - 2x?

- : : 2 xt 29
IV. Buscamos su primitiva: G(x) = j(xj — 2x%)dx = T T
. . _4
V. G(0) =0, G(2)= —
3
—4 3
G2)-G0) = —
2
El darea buscada es: ‘é‘ = % u?. y=x
h 1
(Se adjunta la grifica aunque no es
necesaria para la resolucion del ejer- V=x -t
cicio). 0 1 2
Ejercicio 19:
4

Halla el area comprendida entre la curva y = , ¢l eje de abscisas y

9+ 2x?
las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

I. Buscamos los puntos de inflexion, para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

Y = —16x
(9 + 2x*)?
yr = -16 - (9 + 2x? — 8x%)
‘ (9 + 2x%)?
Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es
cero.
I'_ M-
N6 NG, . .
Esto ocurre en ——= 'y —— (puntos de inflexion).
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II. Calculamos la primitva de nuestra funcion:

L 4 2V2 \2x
G(x) = = - fo | ——
(x j 0T 22 3 arc g( 3 )
I11 G( \'6] = =Y arc lg L]
2 3
N"E' B > ’\,‘E'
G( > )— arc tg (?)

HES

G(Lﬁ) — G(— N6 = 2V2 (arc: g ( ‘? ] —arc g (—%))

El area buscada es:

(arc tg

(Se adjunta la grafica, aunque es in-

necesaria para la resolucion del ejer- //,,.—---...,___\\

Cicio). /

]

Ejercicio 20:

Si f(x) = 1( v g(x)=|1-x

%]

Tk

a) Dibuja las dos graficas en un mismo plano y halla sus puntos de intersec-

cion.

b) Determina el area del recinto encerrado entre ambas graficas.
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e 1-x si x<1 Y
a)glx) = |1-x|= . 0 = [1]-
g l | x—1, si x>1 £ | |
Buscamos los puntos de interseccion
resolviendo la siguiente ecuacion: —T | =
| et _Jlr[\'i; = A\'HIIE
x
> =1 -x)

. 1 —_— . .
Sus soluciones son CIR 2. (Limites de integracion).

b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: % alvy1la 2

I. La funcion diferencia en el primer intervalo es:

by(x) = ‘\/% ~(1-x)

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:

by =\ - 1)

II. Sus primitivas son:

¥ x 4 x Va2
- " X 4 X 3 X2
Hz(x)=-('\i?—x+1)=g( ?] —?+x
1 5 27223 2 1
nm. H|—|=-——; H,(1)= = e
1(2) 24 () 6 30 2
N2 4
H(l)y=—+—, Hi(2)=—
. 1y N2 1 s
IV. H(1) — H,|—| = — - —+ =
(D 1(2) 3 2 4
: 4 V2o o1
El area buscada es %—%+;—4+%—;—2—%—%le
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Ejercicio 21:
Se considera la funcion:

x2 si 2<x<0

g(x) =1 2 si 0<x<2
10—-3x si 2<x=4

Representa la funcion g y calcula el valor de las siguientes integrales defi-
nidas:

1 + 4
I= g(x)dx J =j g(x)dx K= j glx)dx
1 -2

-2

-

|

2%
| =]

et

[

1 0 1 310 .
I=jg(x)dx=j xzdx+-'.2_x¢ix=[x_] +[x2]l=i+1=11
-2 _2 0 31, 0o 3

4 2 4 2 32 4
f=jg(x)dx=j2xdx+j(1(]—3x)dx=[x2]_l+[1(}x— ] =5
1 1 2

4
K=J g(x')dx=f+j=£+5=2_6
_2 3 5
Ejercicio 22:
Dibuja el recinto comprendido entre las graficas de las funciones y = 1_) .
y=ux, y=8ux, yhallasuarea. x2
5
y V4
3 Y= Ho./\
9 N y=x
1 £ o~
4:-—'—'_—-_-_-_ \'_‘———_|
0 :
-1 y= % 2
_2 .
-3
_4
=5

I. Buscamos los puntos de interseccion de las funciones:

1 x: Solucion x = 1.
)

1
2

= 8x: Solucion x =

b | =

x
x = 8x: Solucion x = 0.
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. . . 1 1
Tenemos dos intervalos de integracion: de (0 a EER de 5

I1. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:

Ji(x) =8x—x
Y en el segundo intervalo:

- 1
SHx) = 2 X

[I1. Buscamos sus primitivas:

™ ..2
Gy = | B — ) = L2
* 2
G, (%) = (L _x],;,:x e S
= o 3.2 x 2

Q
[
—————
| —
———
Il
|
0| =
|
Nm
—_
[y
P’
Il

R |
~J
o
L

Ejercicio 23:

Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0),
sabiendo que el area limitada por esa curva, el eje Y v el eje X positivo es
4/3.

Como el polinomio pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), una raiz es x =3, por
tanto: y=(x—3) - (ax—b)

Por otro lado, cuando x=0, y=1, asit 1=-3-(-h)=3bh, b=

W | =

Quedando: y=(x-3) - (a.x - %)

Ejercicios resueltos de integrales definidas15



Puesto que pasa por los puntos indicados y esta limitado por los ejes X e Y (po-
sitivos), los limites de integracion son 0 y 3.

Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

2 1

. 3 ]
G(x'}=j(bc'—5)'(ﬂx—%)dx=%—5a%—ﬁxz+x
G(0)=0
73 =9a_ 24 2
G(3) =9a > 4~ ¢ +3
63 -6 =9a-La-2 +3=2

De donde sacamos que a = 2—1?

: : 1 1
Por tanto, el polinomio es: y=(x—-3) - |—x - —
p y= =332 5

Ejercicio 24:

Dada la curva y = x? + 2x + 2, halla el darea limitada por la curva, la recta
tangente en el punto donde la funcion tiene un extremo y la tangente a la
curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igua-
lando a cero: y'=2x+ 2 =10, el punto es (-1, 1).

La ecuacion de la recta tangente en dicho puntoes y= 1.

Por otro lado, la ecuacién de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de y = x? + 2x + 2
con y=1 es (-1,1); de y=x2+2x+2 con y=6x—-2 es (2,10); yde p=1

con y=0x—2 es (%, 1).

Distinguimos dos intervalos de integracion: de —1 a % y de % a 2.

En el primer intervalo la funcién diferencia es:

Si)=x?+2x+2-1=x"+ 2+ 1

Ejercicios resueltos de integrales definidas16



En el segundo:
f5(x) =xl+2x+2—-(bx—2)=x*—4x+4
Buscamos sus primitivas:

-
Gy(x) = AT + %+ x

3
Gy(x) = “T — 2% + 4o

2) 24
1 37 - 8
Gl=|=2L, c2=2
2( : ] . G@=S
1 19 1 9
Gl=|-Gc(n==2 +==2
1( 2 ) =D 24 3 8
1 8 37 _ 9
J) —_— — _ —_———_—, _ —_—
@ G2( 2 ) 3 24 8
El area buscada es: 2429 u?
8 8 4
14
8 /
- S
d y=ate w2
s 7
. y=0x-—2
3 ~
5 /
. y =1
-1 0 712 1 2
Ejercicio 25:
De la funcion f(x) = ax? + bx? + cx + d se sabe que tiene un miximo relativo
1
en x =1, un punto de inflexion en (0, 0) v que j S(x)dx = %
0

Calcula a, b, c v d.
Sabemos que pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) =0, de donde averiguamos
que d = 0.

Por otro lado, sabemos que tiene un maximo relativo en x =1, esto es que (1) =10,
es decir: 3a + 2b+ ¢ = 0.

También tiene un punto de inflexion en (0, 0), por lo que f"(0) = 0, de donde
b=10.

Como 3a+2b+c=0vy b=0, setiene que 3a+c=0 — c¢=-3a.

Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcién: f(x) = ax® — 3ax.
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Buscamos su primitiva:

oo _axt  3ax?
C@="7-
7(0) = =4 _3a _ 5a
G(0) =0, G(1) 4 > i
G - GO) = —57“

:"

El resultado es _STa que es igual a Z de donde deducimos que a = -1 y por

tanto ¢ = 3.

La funcién buscada es f(x) = —x3 + 3x.

Ejercicio 26:
Se consideran las curvas y = x? e y=a, donde 0 < a<1. Ambas curvas se
cortan en el punto (x,, y,) con abscisa positiva. Halla a sabiendo que el
drea encerrada entre ambas curvas desde x =0 hasta x=x, esigualala
encerrada entre ellas desde x = x;, hasta x~=1.

El punto de corte es (Va, ). Y
¥ T X
Dibujamos las areas para tener una idea /
mis clara de nuestro ejercicio: /
/jf
1
d ya
A
[a X

Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a Va yde Va a 1.
La funcién diferencia para el primer intervalo es:
Jix) =a- X2

Su primitiva es:

. 3
G,(x) = ax— %
. — ala 2ala
G, =0, ¢;(Va) =aVa - “;“ - %
El area en el primer intervalo es Zava u’,

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
_f'z(x) =x?_a

Su primitiva es:

3
G,(x) = x? —ax

GE(N"E) = a;a —aVa, G,(1) = % —a

1 2a\a
— _a+
3 3

G, - Gy(Va) =

2aa 2
u-.

. . 1
El area en el segundo intervalo es 3 a+

Como el darea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

Za\'; 1 ZaN';
= — —a+
3 3 3
De donde obtenemos que a = %
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Ejercicio 27:
Halla el drea comprendida entre las curvas y = e¥, y = 2x — x? y las rectas
x=0y x=2.

[. Hallamos la funcion diferencia:

y=e"—(2x—x?) ="+ x* - 2x
II. Buscamos su primitiva:

3
G(x) = ¥ + 2 _ x2
5 10

M. G() =1 ‘;}
e 4 7 p
G(2)=e* - = —
3 2 y= E’/
. > 4 4 ~
&(2)—(}(0}:8—?_1 3 ’/ v =2
2 _..-"‘"-‘-
1 __..--"—-._..'- .
El area buscada es (ez _4 1) ul. y = 2%+ x°
3 0 1 2

Ejercicio 28:
Halla el area de la region del plano limitado por la curva y = In x, la recta
y =2 v los ejes de coordenadas.

2

Lacurva y=Inx e y=2 se cortan en x = e“, por tanto los limites de integracion

son 1 y e’ Por otro lado, la regién comprendida entre 0 y 1.

Asi que distinguimos dos intervalos:de 0 a 1 yde 1 a e’
En e primer intervalo, la funcién diferencia es: y=2-0= 2
Su primitiva es:

G (x) = 2x

G,(0) =0, G(1)=2

G, (D) -G (0) =2
El 4rea para el primer intervalo es 2 u?.

En el segundo intervalo, la funcion diferencia es:

y=2-Inx
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Su primitiva es:

Gy(x) = 2x — (x -+ In || —x) =3x—xin |x]|

G’z{ez') =3.e2_g?.2=¢?
G(1) =3
G(e?) — G(1) = ¢* =3

El 4rea para el segundo intervalo es (e? — 3) u?.

Por tanto, el drea total es: 3
(2+e*-3)=(e?- 1 u
5 y =2 —
— |
/"'_.1"’-:';? X
. _
~
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ejercicio 29:
Calcula el area de la figura limitada por las curvas que se dan en los siguien-
tes casos:
aAy=2-x2 y=|x
b)xy+8=0, y=x? y=1
c)y=senx, y=cosx, x=0
a) 3 Secortanen x=-1y x=1

b2

(1%
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En el intervalo de —1 a 0, la fun-
cion diferencia es:

y=2-x’—(x)=2-x+x

En el intervalo de 0 a 1, la fun-
cion diferencia es:

y=2—x3—x



Por simetria, basta calcular el drea en uno de los dos intervalos, por ejemplo, en
el segundo. Buscamos su funcién primitiva:

3 2

Glx) = = % +2x
: 7
G(l) = —
G =0
. 7
G(1) - G = —
6
El area total es 2 - 77 u?
6 3
b) \ 5
4 Las tres funciones se cor-
» 3 tan 2a Zen: 8, -2 v -1
. _|-s8 \1 x”
S b 2 Por tanto, calculamos el
— area en dos intervalos, de
e =1 ! -8 a -2 yde -2 a -1.

T . . . —8
La funcién diferencia en el primer intervalo es: y= — -1
x

Su primitiva es:
G(x)=-8 In |x| —x
G(8)=-8-In(-8) +8
G (=2)=-8-In(-2)+2
G(-2)-G(B)=-8-Imn(=2)+2+8-In(-8)-8=

=—8-(Iﬂ,(—Z)—In(—S))—ﬁ=—8-In(%)—6=8£n4—ﬁ

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
y=x-1

Su primitiva es:

3
Gz(x')=%—x
. )
G(-2) ===
2= 3
i 2
G- ==
(=D 3
oo L_ 4

El area buscada es: (BEH 4—-6+ %) = (ﬂfn 4 — %) u?
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Ejercicio 30:
c) o1

y=5enx
Las dos curvas se cortan en

= T
Y =cosx 4

Por tanto, nuestros limites de

. .. T
Integracion son 0 ¥ I

4] 1
Buscamos la funcion diferencia:
Y = €OS X — Sen x
Su primitiva es:
G(x) = senx + cosx
G =1
. s =
Gl—|=V2
[5)
G(E) GO =2 -1
4
El area buscada es ( V2 1) u?

Ejercicio 31:

Sabiendo que el drea de la region comprendida entre la curva y = a2 yla

recta y = bx esiguala %, calcula el valor de b.

La curva y =x? ylarecta y= bx se cortan en el punto de abscisa x =54 y en
x = 0.
Asi, nuestros limites de integracion son 0 y b.
La funcién diferencia es:
y=bx— x2

Su primitiva es:

- bx?  x3
G _— ,—m—mm——
(x) > 3
G(0) =10
3
G = 2=
6 10
b3 9
G(b) - G(0) = — 8
(b) (0) 3 ; 4
9 6 y = 3x //
Como el area es 5 se tiene gue: z — <
6 27 1 -
/
de donde obtenemos que b = 3. 0 1 2 3
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Ejercicio 32:

Calcula el valor de a para que el area de la region limitada por la curva
y=—x?+ax yeleje X seaiguala 30.

La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 v a (estos son los limites de
integracion).

Su primitva es:

N —X'%‘ -2
G0) =20
_ 3 10
Gla) = 2= 5
6 y=—x+6x
8
5‘:, -
Gla) - G(0) = 2L y / N\
6 .
5
Como el darea es 30, se tiene que: 4
; q ; // \\
a
2 = 34, 2
C - 56, 1/ \
de donde averiguamos que a = 6. 0 1 2 3 4 5 6
Ejercicio 33:
Dada la funcién y = E T calcula el valor de a para que el area limitada
x

por esacurvay las rectas x =0 y x = a seaigual a 2.

Buscamos su primitiva:

2
Gx)=2-In(x+1) ,
V=—
GO) =0 x+ 1
Gla)=2-In(a+1) 1
Gla) -G =2 -In(a+1)
Como el area es igual a 2, se tiene x=e—1
que: 2-Im(a+ 1) =2, de donde
averiguamos que a = e — 1. 0 1 e—1

Ejercicio 34:
Considera la region del plano que determinan las curvas y=e~ e y=e?¥ y
la recta x = k.

a) Halla su area para k= 1.
b) Determina el valor de k> 0 para que el area sea 2.
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a) Si k=1, nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcién diferencia: y = e* — ¢*

Su primitiva es:

. gzx
Glx)=— —¢*
2
G(0) = -1 G(1) = 9_2 —e
27 2
G -G = _e+ L
2 2

)
El drea buscada es (% —e+ %) u’.

|
M

= b e e N

0 1

b) Ahora nuestros limites de integracion son 0 y k. Como la funcién diferencia y
su primitiva son las mismas que en el apartado a), se tiene que:

. -1
GO) = —

(0) 5

2k
G(k) = ET L

o . ._ez"‘e 1
G(}e_}—c,(m—7—ek+5

. ek L
Como el drea es 2, se tiene que: — € +

b=

Resolviendo la ecuacion, averiguamos que k= In (3).

Ejercicio 35:
Dadas y=—x*+1 ylarecta y=a, a<0, determina el valor de a de modo
que el drea entre la curva v la recta sea 8Y2 u?

La curva y la recta se cortan en los puntos de abscisa x=—-V1l-a y x=Vl-a.

La funcién diferencia es: y=-x?+1-a
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Su primitiva es:

2

G(x) = + X — ax

N T_ )3 -
G(—w‘l—a)=M—w'1—a +a-Nl-a

 PE— 1 — 3 I — P —
G(‘v’l—a)=—£“—%aL+W1—a—a-“u'l—a

G(V1-a)-G(N1-a)= %(1 —a)-Vl-a
) V2 2
Como el area es , igualamos: o "
V==
%(1-@-*@1—@_ 3;2 !
2 / ] 0 1 \ )
Resolviendo la ecuacion, obtenemos -1 y=-1
que a =-1. 2
Ejercicio 36:

X
Sea F(x)= J. cos? t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcion en el
1

intervalo [0, 2x].
Como f(x) = cos® x es continua en [0, 2n], podemos aplicar el teorema funda-

mental del calculo, y asi obtenemos la primera derivada de la funcion F(x):

F'(x) = cos? x

. T
Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = >
L _Jm -
y ox= =,
' 2
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