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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

1. ASINTOTAS DE UNA FUNCION

Las asintotas son rectas a las cuales la funcidon se va aproximando indefinidamente, cuando por lo menos una de las
variables (x o y) tienden al infinito.

Una definicion mas formal es:

Definicién: Si un punto (X,Y) se desplaza continuamente por una funcién y = f (X) de tal forma que, por lo menos,

una de sus coordenadas tienda al infinito, mientras que la distancia entre ese punto y una recta determinada tiende a
cero, esta recta recibe el nombre de asintota de la funcidn.

Veamos una grafica:

61 rx=3

Como vemos en esta grafica la recta r se aproxima todo lo que queramos a la funcién (aunque no llega a cortarla o

tocarla). A r se le llama asintota vertical de f en X=3 . Vemos que I”ll f (X) = +00
X—>

De manera andloga, vemos que tiene una asintota horizontal en +00, que es larecta S=Yy =2 . Se observa que

lim f(x) =2

X—>+00

Las asintotas se clasifican en 3 tipos:

a) Asintotas verticales

Son paralelas al eje OY. Son de laforma r =X =a, donde a es un n? que cumple que el )I(Eg f (X) es algun tipo de
infinito: También vale cuando tendemos a a por la izquierda o por la derecha.
Estos niumeros a suelen ser los puntos extremos de los intervalos del dominio.

X

Eiemplo 1: Calcula las AV (asintotas verticales) de la funcion f(X) = — 1
X —

Primero el dominio de la funciéon: Dom(f) =R — {1,—1}. Las posibles asintotas verticales son X=16 x=-1

Veamos que pasa con la funcidn alrededor de esos puntos, calculando los limites:

En x =1, hacemos los laterales pues aparece 0 en el denominador y nos interesa conocer el signo de la aproximacion a
0.
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

im 1
li o X2 1 =0—+ =400 > Al acercarnos por la derecha al 1, la funcién tiende a +00. Ya tenemos que la funcidn tiene
X—! —

una asintota vertical por la derechaen x=1.

1 1
I”P —X2 1 =0— =—o00-> Al acercarnos por la izquierda al 1, la funcién tiende a — 0. Ya tenemos que la funcidn
X—> — -

tiene una asintota vertical por la izquierdaen X =1.

De manera general, decimos que la recta r = X =1es una asintota vertical a +o por la derecha y a —oo por la izquierda.

En x = -1, hacemos los laterales pues aparece 0 en el denominador y nos interesa conocer el signo de la aproximacién a
0.

|II’T;+ X2 1 =0—=+oo - Al acercarnos por la derecha al -1, la funcién tiende a + 0. Ya tenemos que la funcién
X—— — -

tiene una asintota vertical por la derechaen X =-1

||rrl1_ —X2 1 =0—+ =—o00 > Al acercarnos por laizquierda al 1, la funcién tiende a — . Ya tenemos que la funcion
X—>— —

tiene una asintota vertical por la izquierdaen X =-1.

De manera general, decimos que larecta r = X =—1 es una asintota vertical a +o por la derechay a —oo por la
izquierda.

Veamos graficamente la informacién que nos ha aportado este estudio. Nos da una buena idea de la grafica de la
funcion
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato
X
X% +1

En este caso, el dominio de la funcion Dom(f) = R, con lo cual no tiene A.V. y no hay que hacer nada mas

Ejemplo 2: Calcula las AV (asintotas verticales) de la funcion f(X) =

Ejemplo 3: Calcula las asintotas verticales de f (x) =Inx

Como sabemos, Dom(In) = (0,4<0) . Por tanto, puede presentar una A.V.en X =0. Veamos los limites laterales:

I”II InX =—o0 , como sabemos, luego r =X=0es una A.V. por la derechaa —0
X—>

El limite lateral izquierdo en 0 no se puede calcular pues por ahi la funcién In no esta definida.

Graficamente tenemos algo asi:

4 U=2 0?2 U=4 U=6
054
r:x=0
a4
fx)=Inx
B o
2+
254
Xx+1 si x<2
Ejemplo 4: Calcular las asintotas verticalesde f(x)=< 1  sis Xx=2

= si ox>2
X—2

En este caso, también tenemos que Dom(f) = R, pero al ser definidas por partes, puede que tenga A.V. en los puntos

que cambia de definicidon o en los puntos donde la funcidn no este definida. Aqui sélo se planteaen X=2,yvamos a
calcular los limites laterales.

-1 -1
lim —— = —— =~ Porladerecha hay A.V.,, que es I = X =2, hacia —o0 por la derecha.
x->2' X—=2 0

[im X +1 =3 3No hay A.V. por la izquierda

X—2~

Graficamente esta funcidn es asi:
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

b) Asintotas horizontales
Son rectas paralelas al eje OX, o sea, de laforma r = y =ar:y=a. Ese n? a se calcula mediante los limites en el +o0 y

en el —oo. Esdecir, calcular lim f(x) y lim f(x)
X—>+00 X—»—00

Como maximo una funcién sélo puede tener dos A.H.

Veamos ejemplos:

—4x% -1

Ejemplo 5: Calcular las asintotas horizontales de la funcion f(X) = Ve
X"+ X

1
En esta funcién su dominio es Dom(f) =R —{0,—5} , que no influye para nada pues vamos a hacer limites en el

infinito

o —4x2-1 -4

lim 2 =-2 - Como el limite existe, tenemos que larecta I = Y =—2 es una asintota horizontal
x40 2X° + X 2
en +oo

4 2

- —4x -1 -4

[im > = =-2> Como el limite existe, tenemos que la recta I = Yy =—2 es una asintota horizontal en
x>0 2X° + X 2
— 00,

Como es la misma, podemos decir que la recta I = y =—2 es la asintota horizontal

Graficamente,
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

]
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-5X
Ejemplo 6: Calcular las asintotas horizontales de la funcidn f (X) =€

El dominio es todo R. Vamos calcular los limites en infinito:

1 -5x
lime™ =05 Larecta r=y=0 esAH.en +o0

X—>+00

< —-5x
X|_|>r_noo e = 100 > No tiene A.H. en — Observamos que tiene por un lado y por otro no

X2 —x+1

Ejemplo 7: Calcular las asintotas horizontales de la funcién f (X) = w2 _By

Os dejo a vosotros comprobar que no tiene asintotas horizontales.

c) Asintotas oblicuas
Son aquellas que son inclinadas (pendiente distinta de 0). Serdn rectas de la forma r =y =mx+n

Hay que hacer limites también en + 00 y en —co para calcular los valores de m y n y son los siguientes:

En +oo En -
m= lim T m= lim T
X—>+00 X X—>—00 X
n= lim[f(x) - mx] n= lim[f(x) - mx]

Propiedad: Si una funcién y = f(x) tiene asintotas horizontales no puede tener asintotas oblicuas en el correspondiente
infinito.
x> —x+1
x* —5X
Tenemos que Dom(f)=R - {0,5}, que no nos influye en el célculo de las A. O.

Ejemplo 8: Calcular las asintotas oblicuas de la funcién f (X) =
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

En -« (todo es andlogo a +
En +o
)
X3 —x+1 o (%)
2 _g X3 —x+1 X3 —x+1 m=lim =1
m= lim X=2X_— |jm = _ = lim ="~ =1 X
X—>+00 X x>+ X (X" —5X)  xowe X7 —5X Hacedlo vosotros
I X} —x+1 i x> —x+1—(x®-5x%x%)
= 2 —AT 2 - ]
x| X2 —BX Koo X —b5x n=lim[f(x)—mx]-s
X—>—0
i 5X2 —X+1 5 Hacedlo vosotros
Cxowel  x2—Bx |
La A.O.en +o0es: La A.O.en —es:
r:y=x+5 r:y=x+5

Su gréfica es asi, para que hagdis una idea de lo obtenido:

25

20

K
[

; ;
25 =

-20-

—x*+1 .
si x<0
Ejemplo 9: Sea la funcién f(X) = §(X+—?;I. . Calcul
si x>0
2X -3

El dominio de esta funcién es: Dom(f)=R —{0,—3, g} Enlo

presentar asintotas verticales, que esas no las vamos a estudiar..

. .
=0 25

ar sus A. Oblicuas

s reales que no son del dominio es donde puede
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

En + OO
3x-1
. _ . 3x-1 . 3x-1
m= lim 2x=3 = lim =i 2 =V 5 Lapendiente es 0, luego no puede ser una
X—>+a0 X X—>+0 X - (2)( — 3) x—40 2X° — 3X
, . L . _ . 3x-1 3 3 .
asintota oblicua, en todo caso sera horizontal. Veamos si tiene horizontal: lim > = E =y =— esasintota
X—>+0 X_
horizontal en + 00 (esto no era necesario, pues no lo pedia el problema)
En — O
—x?+1
E——— 2 2
. . =X +1 . =X +1
rn=Imw—iig—:Iwn——————:lmm—;———:—l
X=X x>0 X-(X +3) x> X + 3X
2 2 2
| —=x"+1 | =X +1+ X" +3X .| 3x+1
n=lim{ ———(-=x) |= lim = lim =3
x> X+3 X——0 X+3 x>0 X+ 3

Larecta S= Y =—X+3 esA. Oblicuaen —

Para que vedis graficamente lo calculado, la grafica de la funcién con sus asintotas es:

an+-
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

2. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Vamos a intentar con los conocimientos que tenemos representar de forma aproximada funciones y basicamente nos
vamos a apoyar en el estudio de: dominio, simetrias, periodicidad, cortes con los ejes, asintotas, intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, extremos locales, intervalos de concavidad (f"(x)>0) y de convexidad (f"'(x)<0), puntos
de inflexién y una tabla de valores para afinar.

Vamos a hacerlo mediante ejemplos:

Eiemplo 10: Representar graficamente la funcién y = x° — x> —8x +12

Dominio: Dom(y) =R por ser polindmica.

Simetrias: Y(—X) = (—X)° = (=X)* —=8(=Xx) +12 = —x> - x* +8x+12 # {_y;?))() Luego no presenta simetria
Periodicidad: Las funciones polindmicas no son periddicas.
Cortes con los ejes:

Eie de abscisa (eje OX): Resolvemos el sistema: {y =x —yx_z (_)SX 12 > x® —x? —8x+12 =0 Resolvemos
por Ruffini y nos queda: (X - 2)2 -(X +3) =0~> {XX_:_Z:%. Por tanto, los puntos de corte son: (2,0) y (-3,0)

32

Eje de ordenadas (eje OY): Resolvemos el sistema: {y =X _XX_ ;8X+12 - y =12 Punto de corte
(0,12).
Asintotas:

Asin. verticales: No tiene pues su dominio es todo R y es continua
Asin. Horizontales: En + oo, calculamos lim (x® —x? —8x +12) = +w, no tiene

X—>+©0

En —oo, calculamos lim (x® —x?* —8x+12) = —w0, no tiene. Nos aportan informacién de por

X—>—0
ddénde va el dibujo al irnos para infinito.
, . . oxP—x*-8x+12 _ _
Asin. Oblicuas: En +o0, calculamos lim =400, no tiene. En — oo, ocurre igual.

X—>+00 X

Con los datos ya calculados podemos intuir algo del dibujo:
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Como la asintota horizontal en més infinito
era mas infinito, la funcion tiene
que venir por aqui

Como la asintota horizontal en menos infinito
era menos infinito, la funcidn tiene
que venir por aqui

e

|
[

Intervalos de crecimiento y decrecimiento (monotonia):

X=2
Derivamos la funcién y = x* —x* —8x+12 > y'=3x* —2x —8. Igualamos a 0: 3x* —2x—-8=0-> y = -4
3
Hacemos la tabla de signos:
-4 -4
=3 [ GY | e
3 3
y'=3x"-2x-8 + - +
Creciente Decreciente Creciente

Extremos locales:

Con el estudio de la monotonia ya obtenemos los extremos locales sin tener que aplicar el criterio de la 22

derivada.

En X = 3 tiene un maximo relativo. El punto en concreto es (—

En x =2, la funcidén tiene un minimo relativo. El punto en concreto es (2,0)

Intervalos de concavidad (curvatura):

Hacemos la 22 derivada: y'=3x" —2x—-8-> y"'=6x—2 lgualamosa 0: 6x—2=0>x = L

Hacemos la tabla de signos correspondiente:

=k
327

i)

y'=6x-2

+

Cdncava m

Convexa N\

Puntos de inflexidn:

10
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Por lo visto en la curvatura, en X = 5 la funcién tiene un punto de inflexiéon céncavo-convexo. El punto en

1 250
concreto con sus coordenadas es 57

Pequeia tabla de valores:

X Y
-2 16
-1 18
1 4
3 6
4 28

Con lo cual ya podemos hacer un esbozo bastante curioso de la funcion: (sélo hemos puesto los extremos,
puntos de inflexidn y puntos de corte con los ejes)

o5l y=x>—x*-8x+12

(-4/3,500/27) 20+

VV><

4
o4
o+
~+
ool B

Eiemplo 11: Representar graficamente la funcién f(x) =+9— x>

Dominio: Por ser irracional de indice par tenemos que hacer una tabla de signos para saber dénde el radicando es
X=3

positivo 0 0. Veamos donde se anula el radicando: 9— X% = 09{ 3
X=—

Tabla de signos:

11
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

()

(-33)

(3,+oo)

9—x?

+

No son del dominio

Son del dominio

No son del dominio

x=3 f(3)=v9-3° =0
x=-3 |f(-3)=49-(-3)° =0

dos puntos por dénde pasa la funcién (3,0) y (—=3,0) que son puntos de corte con el eje OX.

Por ultimo vemos que ocurre en { que tienen sentido y ademds hemos calculado

En definitiva, Dom(f) = [— 3,3]

Simetrias: f(—X) = \/9 —(—x)* = NO—x2 = f (X) . Luego presenta simetria par. Es simétrica respecto al eje OY

Periodicidad: Obviamente no es periddica

Cortes con los ejes:

y =9 - x>

y=0

—Ya lo hemos resuelto en el dominio, los puntos

Eje de abscisa (eje OX): Resolvemos el sistema: {

de corte son: (3,0) y (-3,0)

-y =3 Punto de corte (0,3)

| 2
Eje de ordenadas (eje OY): Resolvemos el sistema: {y =V9-x
x=0

Asintotas:

Asin. verticales: No tiene pues es continua en su dominioy en x =3 y x = -3, la funcién toma un valor (no se va a

ningun infinito).

Asin. Horizontales: En +00 y — o0, no podemos calcular los limites pues esta fuera del dominio. Por tanto, no

hay.

Asin. Oblicuas: Lo mismo que en las horizontales

Intervalos de crecimiento y decrecimiento (monotonia):

—2X - X
.lgualamosa0: ——=0>-x=0~>

—X
249-x2  Jo—x? 9-—x?2

Derivamos la funciéon f(x) =+/9—x* > f'(x) =

pues estos valores anulan el denominador de la

X =0 Observad ademas que la funcién no es derivable en {

derivada.

Hacemos la tabla de signos:

(-30) (03)

f'(X):—2 + -
9-x

Creciente Decreciente

12
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Extremos locales:

Con el estudio de la monotonia ya obtenemos los extremos locales sin tener que aplicar el criterio de la 22 derivada.
En X =0, tiene un maximo relativo. El punto en concreto es (0,3). Ademas, como la funcién es continua y en los

extremos del dominio los valores que alcanza la funcidén son menores que este maximo relativo, pues es un maximo
absoluto.

Intervalos de concavidad (curvatura):

~149-x° —(—x)ix2
Hacemos la 22 derivada: f'(X) = _—X2 > f"(X) = 209 =X

V9 - X (V9 —x?)?

_Joy o X ~(9-x*)-x*
£ (x) = V9-XE 5 gy = V=X

9-x° (9-x?)

-9
= O Yy COmMO vemaos no se anula nunca.
(9—x*)V9—x?

> f"(x) = Igualamos a 0:

-9
(9 —x*)V9 —x?

Hacemos la tabla de signos correspondiente: (en este caso no seria necesario siempre sale — porque el
numerador es -9 y el denominador siempre es positivo al ser X (— 3,3)

(-33)

-9
_(9—x2)\/9—x2 )
Céncava m

£ (x)

Puntos de inflexion:
No tiene pues no hay cambio de curvatura y ademas no se anula la derivada 22

Pequeiia tabla de valores:

X Y
) \/g
1 | 242

La grafica es la siguiente:

13
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

RINE o

a4

Como podéis observar es una semicircunferencia. Este problema se podia haber hecho con los conocimientos de cénicas
dados en 12 Bachillerato, pues de la circunferencia X2 + y2 =9 (que tiene centro en (0,0) y radio 3), si despejamos la

y nos resulta y = +4/9— X2 . Sinos guedamos con el signo +, nos da la funcién y con el signo — la otra
semicircunferencia.

3

X
Eiemplo 12: Representar graficamente la funciéon f(Xx) = —
X J—
.. . . . 2 x=1
Dominio: Por ser racional tenemos que saber dénde se anula el denominador: X“ —1=0-> 1
X=-

Asi, Dom(f)=R—{,-1}

(_X)S B _XS
(-x)2-1 x*-1

Simetrias: f(—X)= = —f (X) Luego presenta simetria impar. Es simétrica respecto al origen de

coordenadas

Periodicidad: Obviamente no es periddica

Cortes con los ejes:

X3

Eie de abscisa (eje OX): Resolvemos el sistema: { Y — x2 _1 = X =0 Punto de corte (0,0)
y=0

14
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

XS

Eie de ordenadas (eje OY): Resolvemos el sistema: { Y — x2 _1 2 Y =0 Punto de corte (0,0)
x=0

Asintotas:
Asin. verticales: Puede presentar A.V.en X=1yen X=-1, que son los dos puntos que no son del dominioy
anulan el denominador (al dividir por 0 puede que se vaya a infinito).

En x = 1: Hacemos los limites laterales:
3 3
im— =1 lim 1
—_— = : H = —00 i = —
17 y por la izquierda _ La recta vertical r=x=1es
x>1" x> =1 0OF x>1" X —1 0
una A.V. Por la derecha la funcién se va a + oo y por la izquierdaa —

En x = -1: Hacemos los limites laterales:

lim x> -1 i x> -1
x—l> X _1 O__ =+ y por la izquierda X_')”;‘ X _1 0+ = —0 Larecta vertical

I =X =-1es una A.V. Por la derecha la funcién se va a + o0 y por la izquierdaa — o

3
Asin. Horizontales: En + 00, calculamos [im 2 = +00 , ho tiene
x—+0 X< —1
3
En — o0, calculamos [im 2 = =0 no tiene.
x—+0 X° —1]
Nos aportan informacidn de por donde va el dibujo al irnos para infinito.
3 3
. . X
Asin. Oblicuas: En + 00, calculamos M = lim 2 X = lim 3 :1, y ahora
x—+0 X< —1 Xx—>+0 X° — X
3 3

II I/ X - X + X
n=1m— —X=11m 3 =0 . Larecta b=y = X (conocida como bisectriz del primer

x—+0 X< —1 x40 XT — X

y tercer cuadrante) es A. Oblicua en 40
En — o0, el proceso es totalmente andlogo y resulta que también la recta b=y = X es A. Oblicua en —

NOTA: Una opcién interesante una vez obtenidas las asintotas, es calcular los puntos de corte de las asintotas
horizontales y oblicuas con la funcién, que nos pueden ayudar a determinar si la funcién va a un lado o a otro de

~ X3 X3 X X
la asintota. Lo hacemos con la Gnica asintota oblicua: 4 Y — x2_17 X2 1 =X X'=X"—X>x=0
y=X
El punto de corte es (0,0)
Intervalos de crecimiento y decrecimiento (monotonia):
3 4 2 4 2
X X" —3X X" —3X
Derivamos la funcién f(x) =—— > f'(X) =—— . lgualamos a0: ———5=0->x*-3x*=0 >
X° =1 (x*=1) (x* -1

x=0
x2(x2=3)=0>{ x=+/3
/3

15
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Hacemos la tabla de signos:

tov3) | (N3 (19 va) | (Bee)

x* —3x?
f'"(X)=———=
(x) (1)
x?(x? - 3)

(X2—1)2 + - - - +
Si nos fijamos, para el

signo sélo hay que
estudiar el factor

(=3

Creciente Decreciente Decreciente Decreciente Creciente

Extremos locales:
Con el estudio de la monotonia ya obtenemos los extremos locales sin tener que aplicar el criterio de la 22 derivada.

-3J3
En X = _\/§, tiene un maximo relativo. El punto en concreto es (— \@,T

33 j

En X = \/§, la funcién tiene un minimo relativo. El punto en concreto es (\/5,7

x=1
En { 1 por no ser del dominio, no tiene sentido estudiar extremos.

Intervalos de concavidad (curvatura):

4 a2 3 2 N2y vV o (2 ).
Hacemos la 22 derivada: f'(X) = X2—3X2 > f"(x)= (4x” —6x)(x” ~1) 2(X )2 ~1)-2x ->Sacamos
(x*-1) (x* -1)°
X2 —1)-((4x* —6x)(x* —1) — (x* —3x%)-4x
factor comun (X* —1) del numerador > f "(x) = ( ) (( ()g 1)4) ( ) ) ->Simplificamos y
X —
2x° +6X 2x° +6x

operamos, queddndonos: f''(X) = lgualamos a 0: f"'(X) = =0>2x° +6x=0->

(x* -1)°
ZX(X2 +3)= 0> x =0 esla tnica solucién

(x* -1)°

Hacemos la tabla de signos correspondiente: (en este caso no seria necesario siempre sale — porque el numerador es —9
y el denominador siempre es positivo al ser X € (— 3,3)

(—o0,-1) (-1,0) (02) (1,40)
_ 2x° +6X

f'"(X)=——= - + - +

(¢ -1)°
Concava m Convexa U Céncava [ Convexa \J

Puntos de inflexion:
En X =0 hay un punto de inflexién convexo-cdncavo. Nuevamente X =1 y X =—1no son tenidos en cuenta para ser
candidatos a puntos de inflexidn pues no son del dominio.
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Pequeia tabla de valores:

X Y
-3 -27/8
-2 -8/3
-1/2 1/6
1/2 -1/6
2 8/3
3 27/8

.

Matemadticas Il de 22 de Bachillerato
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