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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

En esta unidad vamos a aprender el proceso inverso de derivar, que se llama integrar.

Definicién: Una funcién F diremos que es una primitiva de otra funcién f dada, sila derivadade F es f, es decir:
F esprimitivade f < F'=f

Eiemplo 1: Dada f(X) =3x* +6X —2, la funcién F(x) = x* +3x* — 2X, es una primitiva de f , pues se puede
verificar facilmente que F'(X) = 3x* +6x—2 = f(X)
Eiemplo 2: Dada f(X) ==, una primitiva es F,(X) = InX. Pero como se puede observar la primitiva no es tnica, pues
X
basta sumar una constante (n?) y seguimos teniendo primitivas, como F,(X) =Inx+6, 6 F;(X) = Inx—14. Todas las
1
primitivas verifican que F, '(x) === f(X)
X

Como vemos una funcion puede tener infinitas primitivas, basta sumar una constante diferenciadora.

Definicién: Se llama integral indefinida de una funcién f al conjunto de todas las primitivas de f , y se representa por:

I f(x)dx = {F(x)+C tal que F es una primitivade f y C € R} . Abreviamos poniendo j f(x)dx = F(X)+C

Se lee integral de f(X) diferencial de X. A C se le llama constante de integracién. A f(X) se le llama integrando.

El simbolo J siempre ha de ir acompafiado del factor dx (diferencial de x), cuyo significado es indicar la variable

respecto a la cual se integra.

Ejemplo 3: Calcula ICOSX dx. Es obvio que ICOSX dx = senx+C

Ejemplo 4: Calcular j 1 > dX. Sabemos que (arCth)':l%' luego J.l 1 dx = arctgx+C
+ X

1+ X + X2

Propiedades de la integral indefinida

a) Laintegral del producto de un n2 real por una funcion es igual al n2 real por la integral de la funcion:

Ik-f (x)dx = kJ- f (X) dx (un factor numérico se puede extraer del signo integral)

b) Laintegral de la suma o diferencia de funciones es igual a la suma o diferencia de las integrales de dichas
funciones:

[IF00=g00]dx = [ f(x)dx + [g(x)dx
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Ejemplo 5: Calcular I(—GXZ +e” + 7senx) dx

Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

J.(—6X2 + e + 7senx) dx = (por la propiedad b) = I— 6x%dX + J.eXdX+ I?senxdx = (por la propiedad a) =

—2I3x2dx+fexdx+7jsenxdx = —2x°+e* +7(~cosx) +C = —2x3+e* —7cosx+C

Se llaman asi porque se obtienen directamente del conocimiento de sus respectivas derivadas y para ello tenemos que
memorizar la siguiente tabla.

El tipo se refiere a la funcién solucién, no al integrando.

TIPO FUNCION SIMPLE FUNCION COMPUESTA EJEMPLO
Constante j k dx=k-x+C j k-f'(x) dx=k-f (x)+C j3 dx=3x+C
a+l a+l 2 4
Potencial | [x* dx="—+C [t ax= ™ c [oe +5)°2x A ) MG
a+l a+1
s . fl 6

Logaritmic I} dx=In|x|+C I_ dx = In|f|+C IYX +1 dx=|n|x7+x|+c
o) X f X" +X

J'eX dx=e*+C Ief-f'dx:ef+C 5
;:'xgonencm » X Igﬁ_ 1 dx = 9 e
- Iax dx=—+C faf-f'dx=—+C 24/x In9

Ina Ina

Seno jcosx dx=senx+C I(cosf)-f'dx:senf +C J'(cosx3)-3x2 dx=senx’+C
Coseno _fsen x dx= -cos x+C _[(sen f)-f'dx=-cos f +C _[(sen e*)-e* dx=—cos e +C

j(1+tgzx) dx=tgx+C J-(l+tng)-f "dx=tg f +C
Tangente £ j >— dx=tg2x+C

j 1 dx =tgx+C f—z dx=tg f +C €0s" 2x

cos® X cos® f

j(1+cotgzx) dx =—cotg x+C .[(1+C0t92f)'f "dx=—cotgf +C
_g_gotan ent : J.(1+ cotgz(lj).__;L dx = —cotg £+C
- =— dx=-cotgf +C X) X X

Isenzx dx =—cotg x+C jsenzf g

3
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

1 = _ dx=arcsenf +C
Arco seno _[ o dx=arcsen x +C j = I . d i
o arco ——— dx=arcsen * +
! / _ 2X
coseno J' ! dx = —arcos x+C j f dx =—arcos f +C 1-e
1-x? 1-f?
Arco f }/
T = —— dx=arctg f +C X _
tangente I1+ NG dx=arctg x+C J.1+ f? g I1+|n2 ” dx=arctg (Inx)+C

NOTA: Es bueno, si hay tiempo, realizar la comprobacidn, es decir, derivar y ver que sale el integrando.

Ejemplo 6: Calcular las siguientes integrales indefinidas:

5
a) |l = J‘X4dx = (de tipo potencial) X?+C

b) | = J.(\/;+8) dx = J.\/; dx + J.8 dx = (la 22 integral es de tipo constante y la 12 la ponemos en forma

—+1
1 2

potenciaI)J-XEdX + 8X = (aplicamos a la 12 integral la férmula de la potencial) + 8X + C = (operamosy

—+1
2
3
X2 243
simplificamos) = ?+ 8X +C= + 8X + C. El resultado final lo dejamos con radicales pues el integrando asi lo
2

2X\/_

X
era. También se puede extraer factor del radical y la solucién queda: | = 3 +8x +C

3x?
c) | =I 3 dx = (nos hemos de dar cuenta que en el numerador estd la derivada del denominador y
xX*+1
f 1
entonces es la funcién compuesta de la logaritmica '[T dx) = In‘x3 +1‘ + C. Siempre hemos de poner el valor

absoluto en las logaritmicas pues un logaritmo sélo tiene sentido cuando su argumento es positivo)
x2 +6
d | = _[ Xe dx = (preparamos un poco el integrando pues la derivada del exponente (2X) casi la

2
tenemos multiplicando a la exponencial) = Iex +6 X dX = (por la propiedad a) de la integrales podemos jugar con

los factores numéricos a nuestro gusto y como nos hace falta un 2, multiplicamos por 2 dentro de la integral y dividimos

1 2
por 2 fuera, que nos deja sin variar la integral) = E_[ex +6 -2X dX = (y ya podemos aplicar la compuesta de la

2
exponencial jef f'=e')= %ex +6 +C
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

o 1=

compuesta trigonométrica, preparamos el integrando, separando y multiplicando y dividiendo por 2) =

chosﬁ%dx = (ya es del tipo J.cosf -f'dx) = 2sen/X +C
f) |=j ! dx=j %
Xv/1—1In% x V1-—1In?x

dx = (nos damos cuenta de que casi tenemos la derivada de la raiz cuadrada para aplicar la

dx = (es del tipo arco seno compuesta) = arcsen(Inx) + C

g) | = I—ngx = (parece del tipo tangente compuesta, sélo nos falta la derivada de 9x, por eso
COS™ UX

1 9 1
multiplicamos y dividimos por 9) = = | ————dx = =tg9x +C
P Y por9) 9J.cos2 9x 9 9

Este método de integracidn se suele usar cuando el integrando tiene a dos funciones multiplicandose y estas funciones
no tienen mucha relacién entre si, y una de ellas, por si sola, es relativamente facil de integrar.

Se basa en la siguiente férmula: J‘U dv=uv - IV'dU )

A veces es necesario aplicar reiteradamente el método de integracion por partes.

Ejemplo 7: Calcular | :IX-In X dx

Como vemos el integrando tiene a una funcién polinémica ( X ) multiplicindose por una funcién logaritmica (In X ).

Tenemos que elegir convenientemente U y dv, JX- Inx dx = _[u-dv. Como U se ha de elegir aquella facil de derivar

(elegimos InX ), y como dv se ha de elegir una parte que sea facil de integrar (elegimos x).

1
u= In X ->(derivamos en cada lado respecto a la variable correspondiente y afiadimos el diferencial) 1-du = —dx .
X

1
Asi nos queda U =Inx = du = =dx
X

2
X
dv = x-dx —> (aqui integramos respecto a la variable correspondiente) IdV:jX-dX > V:? (aqui no afiadimos la

constante de integracion).
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Ya s6lo nos queda sustituir en la férmula: | —J.X Inx dx = In X( j I— -—dX > (operamos y simplificamos) | =

2

X2 1 x?
integracion) | ——InX———+C9
2 2 2

=X mx-X4c
2 4

Ejercicio:: Comprobar que |'=X-Inx

Ejemplo 8: Calcular I :J'X_ex dx

En este caso elegimos diferente al anterior.
Uu=xX du=dx

X
> L Sustituimos |=IX-9 dx- xe* — [eXdx>
dv = e*dx Idv=Je dx ~ v =e* .[

| =xe*—e*:c

Eiemplo 9: Calcular | = J-arCth dx

En este caso por fuerza hay que elegir de esta manera:

u=arct x du =
g > ¢ 1+ x2 dx Sustituimos:
dv =dx Idv Idx V=X

1 X
|=J-arCtQX dX - xarctgx— [ x: dx = x-arctgx— dx
J j 1+x° J I1+ x?

> X

Vamos a calcular aparte la integral que nos ha quedado y le damos nombre J = I
1+ X

X
J :jl 5 dx = (es inmediata de tipo logaritmo compuesto multiplicando y dividiendo por 2)=>
+ X

lJ- 2X

J==
1+x

1
> 5 dx-> J= Eln(1+ X2) (épor qué no he puesto valor absoluto? 1+ NG siempre es positivo)

Volvemos a | vy sustituimos lo que vale J, quedandonos resuelto el problema:

2
X X X 1
? Inx —IEdX9 | = ? In X_EI X-0X = (hacemos la integral inmediata que queda y afiadimos ya la constante de
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

| = x-arctgx—% In(Ll+x?) +C

Ejemplo 10: Calcular | = Iex-senx dx

Elegimos esta opcidn:
u=senx _ du=cosx-dx

N e Ahora sustituimos: | =Iex-senx dx =e’*senx - j e”-cos x-dx -
dv = e*.dx Idv:fe dx Ty =e*

Nos sale otra integral similar pero con COSX :J=J = jeX-COS X-dX, que la volvemos a hacer por partes eligiendo de

igual manera que la primera vez (si elegimos diferente no sale):
u=cosx du=(-senx)dx

> LD Ahora sustituimos: J = _[ e*-cos X dx =e* cos x — f e”-(—senx)-dx
dv = e*dx IdVZIe dx oy =e*

Reduciendo tenemos J = €" COS X +J.ex-senx-dx < Esta integral vuelve a ser | , parece que entramos en un bucle

ociclo, J =e*cosx +1, pero si sustituimos en la primera expresién de | tenemos:

| =e*senx—J = exsenx—(excosx +I)9 | =e*senx—e*cosx—1 > 2l =e*senx—e*cosx >

| = E (e*senx —e* cos x) = Que lo podemos dejar sacando factor comdn y afiadiendo la constante de

integracién como:

X

I =%(senx—cosx)+C

Son de la forma j% dx, donde P(x) y Q(x) son polinomios
X

Sélo nos vamos a centrar, segun las orientaciones de Selectividad, en fracciones racionales en cuyo polinomio
denominador, Q(X), sélo hay raices reales.
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Lo primero a tener en cuenta es que el grado del numerador P(X) ha de ser menor que el grado del denominador

Q(X) . Si no fuera asi, efectuamos la division dandonos un cociente C(X) y un resto R(X) y nos quedaria asi gEX; =
X
R P R
C(x) + () > J (x) dx = IC(X)dX + Iﬂ dx, descompuesta en dos integrales y la segunda es racional con el
Q) 7 Q) Q(x)

numerador ya de menor grado que el denominador.

Veamos con ejemplos como se aplica esta indigesta formula y observaréis que es muy facil.

. 2X
E|emglo 11: Calcular | = Iﬁdx
X" —oX+

Vemos que el numerador tiene grado 1y el denominador tiene grado 2, luego no hemos de hacer la division. Pasamos a
calcular las raices del denominador, bien por Ruffini o bien por la férmula de la ecuacién de 22 grado

X
X? —5x+6=0> . Hay dos raices distintas de multiplicidad 1.
X

2X _ A N B
x?-5x+6 x-2 x-3
Operamos en el miembro de la derecha haciendo comuin denominador y sumando para calcular Ay B:

2X _ A(X=-3)+B-(x-2)
X2 —5X+6 (x—2)-(x—23)

convenientemente:

Asi tenemos que podemos descomponer de la siguiente forma el integrando

> 2X = A-(Xx—3)+ B-(X—2) Para calcular Ay B damos valores a x

Para X=2->22=A@2-3)+B-2-2)2>4=A(-)> A=-+4
Para x=3-> 23= A@-3)+B:3-2)> B=6

Con esto sustituimos en la integral:
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

2X
| = IZ—dX = —dX + I—dx -Ya son integrales logaritmicas inmediatas
X —5Xx+6

| =—4In|x—2|+6In|x—3| +C

) 2x3 -1
Ejemplo 12: Calcular | = jz—dX
X°—X—-2

Dado que el numerador tiene mayor grado que el denominador hemos de hacer la divisién de polinomios como
sabemos:

2x3 1| x2—x-2

—2x% +2x? +4x 2X+2 =C(x)
+2x% +4x -1
—2x2 +2x +4
6X +3 =R(x)

2x3

Asi tenemos que: | =Iz—dx = J‘{(2x+2)+ﬂ
X=X

—X

6X+3
}dx = [(2x+2)dx + dexe

6x+3

X2 —x—2

qgue en el ejemplo anterior, pues ya tenemos el denominador con mayor grado:

6X+3

| =x*+2x + I dx . Esta ultima integral la notamos por J = J.42dx y ya podemos aplicar lo mismo

X=2
X2 —x—-2=0-> % Hay dos raices distintas de multiplicidad 1.

Descomponemos en fracciones simples el integrando

26X+3 AL B 26X+3 :A'(X+1)+B'(X_2)96x+3:A-(x+1)+B-(x—2)
XS—Xx—2 X-2 X+1 x°—x-2 (X=2)-(x+1)

Damos valores convenientemente a X :
Parax=-1-> -3=B:-(-3)> B=1
Para X=2 215=A3> A=5

Sustituimos en J:

6Xx+3 1
J= I 2 _y_ 2 I(——2+x_ﬂ)d —I—dx+IX—Jrldx:5In|x—2|+|n|x+]4+c

Y volviendo a | :

| =x*+2x+5In|x—2|+In|x+1+C
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

. 2x -1
E|emglo 13: Calcular | = J.mdx
X" —oX+

Calculamos las raices del denominador (descomponemos en factores) mediante la Regla de Ruffini:

1 0 -3 2
1 1 1 -2
11 9 0 Luego tenemos que X —3x+2 = (X —1)2 -(X + 2),

que nos dice que X =1 es una raiz de multiplicidad 2
1 1 2 y X =—2 es una raiz de multiplicidad 1. Pasamos a
descomponer el integrando segun la teoria:

1 2 O
-2 -2
1 0
2x-1 A B

3 = + >+ - Operamos sumando con comun denominador
x*=3x+2 x-1 (x-1° x+2

2x-1  A(X-1)-(x+2)+B:(x+2)+C-(x—-1)°
X —3x+2 (x=1)-(x+2)

>2x-1=A(X-1)-(x+2)+B-(x+2) +C-(x - 1)*

Ahora damos valores a X convenientemente:

Para x=1>1= A03+B3+C-0°>B =%

Para X=—2-> 5= A-(-3)0+B0+C-(-3)?>C =‘?5

para x=0 >-1= A(D)2+22+[ > |1 >-1=2A+2-2>A=>
37 9 3 9 9

Pasamos a sustituiren | :

2x -1 / A / 1. 1 5. 1
= 2L o S EENPREY ST HE N
x> —3x+2 — (x 1) x+2 “o9lx1 37 (x-1) 99 x+2
-1
I =§In|x—14+£j(x—1)_2 dx—§ln|x+2|él :§In|x—ﬂ+l-(x_1) —§In|x+2| +C>
9 3 9 9 3 -1 9
I:§In|x—1|—;—§ln|x+2|+c
9 3(x-1) 9
10
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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

Este método consiste en expresar la funcidn integrando dada en funcién de otra variable de modo que la integral
resultante sea mas facil. Una vez resuelta ésta, hay que deshacer el cambio para dejar la variable original.

Vamos a verlo mediante ejemplos, y mucha practica es lo que hace falta para manejar esta forma de integracion.
Ejemplo 14: Calcular | = Icos x+/senx dx

Si nos fijamos la funcidn seno estd dentro de una raiz cuadrada, y ademas tenemos su derivada (que es el coseno) como
un factor del integrando. (NOTA: la integral la podemos ver asi I\/senx-cosx dx)

Normalmente el cambio de variable a realizar es tomar una funcidn cuya derivada sea un factor del integrando.

En este caso hacemos: t = Senx. De este cambio hemos de sacar los diferenciales, y eso se hace derivando en el
cambio que hemos elegido: cada miembro respecto de su variable y poniendo su correspondiente diferencial

(t) = (senx) > Ldt = cosx-dx-> dt = cosx-dx

t =senx
Por tanto tenemos:
{dt:cosx-dx
1 3
1 St E 3
= t2 t2 2t
Sustituimosen | : I:_[\/senx-cosx dx= J\/fdte Izjtzdte | = 1 +C> 1 :§+c9 | = \?{_+C
i_l_l -
2 2

Ahora deshacemos el cambio t = Senx y nos queda:

. 3
_ 2\/s;n X LC

X
Ejemplo 15: Calcular | = Iﬁdx Esta es una integral un poco complicada de resolver, pero si elegimos bien el
1+2x

L . . 43 . L,
cambio de variable resulta facil. Hacemos el cambio t° =1+ 2X. vVamos ahora a despejar la x en funcién de t>

3 3 2
t-1_ X Y ahora hacemos diferenciales—> (t 1)': X' > 3t7dt =dx

. 3 t* -1 3t? . .
Resumiendo: 1° =1+ 2X ; > =X ; 7dt = dX que los usamos para la integral original
t° -1
X o 3’ t® -1 3¢? 3t° -3t
| = | ——=dx = ——0t > (operamos un poco y agrupamos) | = —dt > | = | ———dt
I3'_1+2x 13?3 > (op poco y agrupamos) f P— I

4 5 2
- (simplificamos una t) | =_[3t 3t-d'[ e d :EItA-dt—EIt-dt = §_t__§_t_+c >
4 4 45 42
5 2
I :3L_3t_+c (*)
20 8

11
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Matemaditicas Il de 22 de Bachillerato
3
Ahora hemos de deshacer el cambio, como t°=1+2X>1t= Y1+ 2x y sustituyendo en (*), nos queda:
5 2
3(3n+2x)  3(3+2x)

| = - +C
20 8

5
Ejemplo 15: Calcular | = J‘—\/_dx (examen de selectividad de 2010)
1+/e™”

En el examen se recomienda hacer el cambio t?> = e . Si de este cambio diferenciamos obtenemos
2t-dt =e*-(=1)-dx que no aporta nada para la sustitucién, luego esta diferenciacién la desechamos.

Con t? =e™*, despejamos la X , tomando logaritmos neperianos=> Int? =Ine™* > 2Int = —x > x=-2Int y aqui es

donde diferenciamos—=> dx = —2-%-dt

_ -2
Resumiendo, tenemos: t2 =e™* ; dx= T-dt y sustituimos en la integral principal:

5 =2 —
| = J.de = J‘—-—-dt 2= I 10 dt Nos queda una integral racional con raices de multiplicidad 1
1++/e™ 1++4t% T @+t)t

quesont=0 y t =—1.Descomponemos en fracciones simples segun el apartado 5):
-10 :i E% -10 _ At+B-@+1)
@+t)t 1+t t (Q+10)t t-L+1)
Damos valores a t para obtener Ay B
Parat=0-> -10=B
Parat=-1->-10=A-(-1) > A=10

->-10=At+B-(+t)

Asic > 1= 0 4 - j(ﬂﬁ—lo)dte | =10-In[1+t/~10-In]t|+C
@+t 1+t t

Como t? =e™* > t =/, deshacemos el cambio y nos queda:

I:10-In(1+\/ej)—10-ln\/e7+c

Podemos operar un poco con las propiedades de los logaritmos y dar un resultado mas simplificado:

s

—X

I =10-In +C>1=10In (1+ Ve )-\/e_X+C -> | =10-|n(\/e_x+1)+C que es mucho mas elegante.

e

NOTA: Es conveniente efectuar la comprobacion derivando y asi practicamos que falta nos hace.

12
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