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Unidad 7 — Producto vectorial y mixto. Aplicaciones.

Superficie esférica

PAGINA 157

cuestiones iniciales

1. Calcula la ecuacion de |a recta paralela a {)2( —2y+z=> Y que pase

por el origen de coordenadas. X—y-z=3
2. Calcula un vector ortogeonal a los vectores: 47 = (3, 1, -T) y v =(1, 2, 0).

3. Halla la altura del paralelepipedo cuyas bases se encuentran sobre los

planos
miXx+2v—-2z=5 i 2x+4y—-4z=7
4. Determina a, b y ¢ para gue la recta: XT_1 = % = ZTH sea perpendi-

cular a las rectas

X y+2 z-1 S,x+1__v—2

2 3 -1 y =1 2

SOLUCIONES

x-2y+z=0

1. Larectaes
2x-y—-z=0

2. Puede ser el vector:

UxV=|3 1-1|=2/-]+5k
1 2 0

3. La altura es la distancia entre los planos, es decir:

_|2-5+4-0-4-0-7

dim, m) = -
V22 + 4% +(—4)
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4. Se debe cumplir:

[ia, b,c-(2,3,-11=0 [za +3b-c=0
L= —
a, b c-i-1,2,1=0
[a :—5b
<
c=-7b
Haciendo b=te R, obtenemos: a=-5t; b=t; c¢=-7t con te R

—a+2b+c=0
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W Resuelve los siguientes problemas utilizando la estrategia de marcha atréas:

1. Leche y té. Un par de amigos se junta a merendar y uno de ellos pide un vaso de leche y el otro, un vaso de té. Deciden
hacer mezclas del siguiente modo: toman una cucharada de leche y la echan en el té; después toman una cucharada del
té donde pusieron una cucharada de leche y la echan en la leche. ;Habra mas leche en el té o mas té en la leche?

2. Juego para dos. Dos amigas dicen, alternativamente, un
numero natural del 1 al 10. La primera dice un nimero y la
segunda dice otro, sumandole a este el que dijo la anterior,
y asl sucesivamente, Gana la partida la primera jugadora
que consiga llegar a 100. Encuentra la estrategia ganadora
para la primera jugadora y para la segunda.

3. La sucesion de Fibonacci y las abejas. Las abejas macho
(zanganos) nacen de huevos no fecundados, es decir, sélo
tienen madre. Las abejas hembra (obreras) nacen de huevos
fecundados, es decir, tienen madre y padre. ;Cuantos ante-
cesores tiene un zangano en la décima generacién anterior
a é1? ;Cuantos antecesores, en total, tiene un zangano en
la vigésima generacién anterior a é1?, y de estos, ;jcuantos
son machos y cuantas son hembras? ;En qué generaciéon
anterior a este zangano tiene 17 711 antecesores?

SOLUCIONES

1. Como comenzamos con dos vasos llenos el uno de té y el otro de leche, al final la leche que
hay en el té es la misma cantidad que el té que hay en la leche; como se puede ver en el
siguiente dibujo.

\

Locre , [ =

—-——~4r—q

_‘1 = m?{
|

|

_J

e _/' L

2. Comenzando el juego desde el final, observamos que la 12 jugadora (G) ganara siempre y
cuando deje a la 22 jugadora (P) con 89 en la penultima jugada. Para ello, simulamos una
partida.

G dice 2
1.7 jugada
Ploqueseade1a10

ugada
“Jug P, el nimero que seade 1a 10

G, el ndmero necesario para sumar 23 o 34

[G, el ndmero necesario para sumar 12 o0 23
3 ajugada[

F, el ntimero que sea de 1a 10
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Asi sucesivamente G siempre tiene que decir el nimero necesario para sumar un multiplo de
11 mas 1: 12; 23; 34; 45; 56; 67; 78; 89.

Pendltima | G, dice el ndmero necesario para sumar 89
jugada | p, el nimero que seade 1 a 10

Ultima jugada {G dice un nimero de forma que obtiene 100}

Por lo tanto, la estrategia ganadora para el primer jugador es en la 12 jugada decir cualquier
numero del 1 al 10 y en la siguiente jugada, a la vista de la suma que haya obtenido el 2°

jugador, el 1* jugador debe decir un numero de modo que deje la suma en un multiplo de 11
mas 1, y asi sucesivamente en las siguientes jugadas, hasta que en la pendltima deje al 2°
jugador como resultado de la suma 89, de esta forma gana la partida.

La estrategia ganadora para el 2° jugador es la misma: ir diciendo nimeros del 1 al 10 que
dejen como resultado de la suma al 1% jugador un nimero que sea mdltiplo de 11 mas 1, asi

en todas las jugadas; en la penultima debe dejar al 1* jugador como resultado de la suma 89
y de esta forma ganara la partida.

3. En el siguiente diagrama vemos la genealogia de las abejas. Designamos con Z a los zanganos
y con O a las obreras.

g —
LORLT

5% ganerasitn 8 = S(00 « 3(Ts

[~ra—[o]

| ——— &9 ganeracitn 5 « 3(0) « 2(ZH

319 ganeracidn 3 = 2400 + 1(Ih

2% ganeracitn 2 = 1400 + 1(Z»

(0} —— 1% panoeacitn | = 110)
Y
LE)

Obtenemos la sucesion:

1,2,8,5,8, 13, 21,... que es la sucesién de Fibonacci.

e Enla decima generacién anterior a él un zangano tiene 89 antecesores, de los cuales 34
son machos y 5 son hembras.

Generacion [ 10 |2 [3* [ 4> | 52| & | 72| 8] o 10
Antecescres | 1|5 |3 | s [ 8 | 13 21| 34| 55| 8@
Anieesores vl 2 s s e 13| 2| o
putecesces 1y )y {2 |3 | s | 8| 13| 21] 34| 55

Continuando las sucesiones, obtenemos:

e En la vigésima generacion anterior a él tiene 10 946 antecesores, de los cuales 4 181
son machos y 6 765 son hembras.

e En lavigésima primera generacién anterior a él tiene 17 711 antecesores.



£ EDITEX

PAGINA 178

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Paralosvectoresii =(2,3,-1), v=(-31,-Nlyw={(1,2 1), calcula(i x V) xw y U x (¥ xw).
M 2. Dadoslosvectoresti={1,1,3},vV=(-2,3 NNyw=1(2,-2,5), calcula d - (V x w).

B 3. Dados losvectores i =(3,-1,4), v=(-2,3,-2)yw=(50,2)
a) Calcula los productos vectoriales U x 7, T xw y V X .

b) Calcula el producto mixto de los tres vectores anteriores.

W 4. Sean los vectores ti = (2,0, 1), ¥ =(1, 2, 2) y ¥ = (3, -1, 1). Realiza las siguientes operaciones:

a) (@ -v)-w b) (¢ -w)-0 o @xv) w d) Wxw)-d e) ({xV)xw ) Fxwixad

B 5 losvectoresi=(1,0,1),v=(0,1, 1lyw=(1, 2,4 forman una base de #3.
a) Prueba que los conjuntos de vectores {U x v, v, w} vy [U x v, v x w, w} forman bases.

b) Calcula el producto mixto de los vectores U x v, VX W y W x U.
B 6. Los vectores Uy V cumplen il =10, WI=2 y 4 - v = 12. Calcula 1 x V1.
W 7. Seanlos puntos P(3,1,5) y Q(=1,7, 3). Por el punto medio del segmento PQ trazamos un plano x perpendicular a di- _@'

cho segmento. Este plano corta los ejes coordenados en los puntos 4, By C. Calcula:

a) La ecuacién del plano = b} El rea del tridngulo ABC.

g =il
B 8. Dada la recta r de ecuaciones K=K y el punto A1, 2, -1):

+yv=2
a) Halla la ecuacion del plano que contiene a P y es perpendicular a la recta r.

b) Calcula el drea del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano hallado y los ejes coordenados.

W 2. Un tridngulo tiene dos vértices en los puntos (0, 0, 0) y (1, 1, 1), y el tercer vértice esta situado en |a recta JIX = 12y . Halla
las coordenadas de este vértice sabiendo que el drea del triangulo es V272, =

W 10. Tres vértices de un paralelogramo en el espacio son los puntos A(1, 0, 1), Bi=1, 1, 1)y C(2,-1, 2).
a) Halla el punto D que complete el paralelogramo. ; Hay uno o varios?
b) Calcula el area del paralelogramo hallado anteriormente.

M 11, Elplano-2x + 5v—z+ 10 = 0 corta los ejes OX, OY y OZ en tres puntos A, 8y C, respectivamente. Estos puntos deter-
minan, junto al origen de coordenadas O, un tetraedro. Obtén el volumen de dicho tetraedro.

W 12. Calcula la distancia del punto (-2, 4, 3) a la recta s ey :
v=4-22/3
M 13 Dado el plano de ecuacion 2x + 2y + z = 3 y el punto A(1, 0, 2), sea B el pie de la perpendicular de A a diche plane
y C(2, 1,-2) un punto del plano. Halla el drea del tridngulo ABC.



SOLUCIONES
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1.

Al ser uxv=(—2,5,11), se tiene que (UxV)xw=(-17,13,-9).

Como vxw=(3,2,—7), por tanto Ux(Vvxw)=(-19,11,—5).

Se tiene que:

1 -1 3
Uivxw) |2 2 1|==7
3 -2 5
Queda:
i j k
al Uxv=|3-1 4 =-10i-2j+ 7k
-2 32
i j ok
Uxw=|3-1 4|==2i+14j+5k
5 0 2
i j ok
VxW=|=2 3-2|=6i-6/-15k
5 0 2
3 -1 4
b) [Er., F, \_"]= -2 32|=-36
5 0 2

Queda:
al w -V ew=43,-1,1=(12, -4, 4)

by (V xwiu =3(2,0, 11=1(6,0,3)

3-11

O WUxv)-w=|2 01|=1
1 22
2 01

dy (Vxw) -u=|[1 22|=1
3211

e) (UWxVixw=(1,14,11)

fiy Vxwixu=i(5-18,-10)
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5. Queda:

a) El conjunto de vectores {uxV,Vv,w}esta formado por {(—1,—-1,1),(0,1,1),(1,2,4)}. Forman
base al ser

-1 =11
0 1 1|==4=0
1 24
El conjunto de vectores {UxV,Vvxw,w}estd formado por {(—1,—1,1),(2,1,—1),(1,2,4)}.

Forman base al ser

o L

-1 1
1 -1|=6=0
1 2 4

b) El producto mixto de los vectores pedidos es:

_l

(U xV)-[(V xW)x (W x L_f}

[} m—t
[
m —x—n

6. Como uU-v=12, el angulo a que forman uy ves:

u v 12
COS f = =
[t | - |V 102

Luego a=53°7"48,37"
Por tanto, [tx V|=|d||V|- sen @=10-2-sen (53°7'4837")=16

7. Queda:

a) El plano 7z pasa por el punto M(1,4,4)y su vector normal es ﬁ)z(— 4,6,—2), su ecuacion
es —4x(x—1)+6(y—4)+(—-2)(z—4)=0, es decir, 2x-3y +z+6=0.

b) Las coordenadas de los puntos A, By C son:
Ai-3, 0, 0), Bi0, 2, 0)y C(D, O, —A).
El area del triangulo ABC es:

Area = — |AB x AC| =

1 1
=—13,2,00x 3,0, -6)] = — V504 = 11,225.

1'_
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8. Larecta rexpresada en la forma continua es:

a)La ecuacion del plano es (x—1,y—2,z+1)-(1,1,2)=0
Operando se obtiene x+ y+2z—-1=0.

b)Los vértices del triangulo son:
Ail,0,0), B0, 1,0 v Cio, 0, 1/2).
El area de dicho triangulo es:

Area = L |4—é X 4.—6| =
.l

=1, 0% 1,0, 12)] =
2

= 0,612 unidades cuadradas.

1
2

V72

9. El tercer vértice tiene de coordenadas (2t t1). El area del triangulo de vértices
A=(0,0,0),B=(1,1,1) y C=(2t,t,1)es:

Area = L |ABx AC | = ,LIH, 1, ix 2t t 1) =
2 2

= L||:1 —t2t=1,-1)] = < VO =2 + 2= 17 + (=t
2 2

i“ F

. 2 . - :
Como el &rea vale £ se obtiene =0 y f=1. Estos valores nos posibilitan dos soluciones:

0,0,1)y (2,1, 1).
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10. Queda:

a) Pueden ocurrir dos casos como se observa en el dibujo.
' 1 I

0 c o

A B A B

— —
l. En este caso, AB = DC vy el punto D tiene por
coordenadas (4, =2, 2).

—= —
[Il. En este caso, AB = CD' vy el punto D' tiene por
coordenadas (0, 0, 2).

b) El area del paralelogramo es:
Area = |ABx AC|=[(-2,1,0)x(1,~1,1)|=|(1,2,1)|=/6 =2,45 unidades cuadradas.

e El area del paralelogramo es igual en cualquiera de los dos casos.

11. Los puntos A, By C son:
A(5,0,0),B(0,-2,0) y C(0,0,10)
El area del tetraedro es la suma de las aéreas de los triangulos siguientes:

Area (ABC) = 1T |AB x AC| = % |(=5, -2, 0) x

1 ——
x(-5,0,10) | = —[-20, 50, -10)| = — V3000=27,39

Area (ABO) = %|CT;1 X d"_ﬂ = %||j5_. 0, 0) x

x (0, =2, 0) |:%||;o_. 0, -10)| :% 10=>5

Area (ACO) = %‘CT;‘{ * O—(“f| = +||j5_. 0, 0) %

x(0,0,10)|= Lj |0, =50, 0] = % 50 =25

Area (BCO) = %|CTI§ x O_E'\ = +||;D_. 2,0 %

x (0,0, 10) |:% =20, 0, 0)| = %20 =10

“

Por tanto, el drea del tetraedro es:

27,39 + 5+ 25+ 10 = 67,39 unidades cuadradas



12. La recta en forma continua puede expresarse:

x=12 y-4 2z

2 23 1
La distancia buscada es:

d= (572,0,-3)x (2,-2/3, 1)] _ V2845 _ 3,81
(2, =2/3, 1)] 14

13. Las coordenadas del punto B son las soluciones del sistema

Por tanto, los vértices del triangulo son los puntos
[ 7 2 17 )

"4”1 D.l 2.]1 B< . P . j ‘,f" C'zp 1; —EJ
.9 9 9

El area del triangulo es:

Area (ABC) = 1T|A_§ x f=\_t3:| =

r

1 2 2 1
‘( 9’ 9 9

j x(1,1, —4]‘ = 0,71

2x+2y+z=3
X—y=1
y—2z=-4

£ EDITEX
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W 14. Sean A(1, -5, a), B(2, 3, -1)y Cla, -5, 2) los tres vértices del tridngulo ABC. Determina el valor de a para que ese trian-
gulo sea rectangulo en Cy después calcula su area.

M 15. Halla la distancia entre las rectas:
X =
rriy=1-t s:i
z=1+2t

2x-y=0
x+z-3=0

M 16. Calcula los puntos de la recta r: {X mZ= 12 que equidistan de los planos:
X+y=
m2x+y-2z=0 mix—2y+2z-1=0

M 17. Halla la ecuacion de |z recta perpendicular comun a las rectas:

¥y=0 x=0
r: s
z=0 z=3
x+1 v-2 z-

W 18. Dadalarecta r: — 11 y los puntos A(2, -1, 1)y B(3, 0, -2) encuentra los puntos P de r para los cuales

el triangulo ABP es rectangulo con hipotenusa AB. Halla en estos casos el area del triangulo.

W 19. Halla el valor de a para que la recta:
- 2x-5y-1=0
“|x+5z+7=0

y el plano = x — 3y + az = —6 sean paralelos. Para este valor de a halla Iz distancia entre ellos.

y=0

W 20. Lospuntos P(1, 1,0)y Q(0, 2, 1) son dos vértices contiguos de un rectangulo. Un tercer vértice pertenece a larecta r: { i
=

a) Determina los restantes vértices del rectangulo.

b) ;Qué posicion relativa deberia tener la recta ry la que contiene el segmento PO para que |a solucién fuese tnica?
M 21. Halla la ecuacién de la superficie esférica de centro el punto C(1, 3, -1) y radio 3.
M 22. Halla el centro y el radio de la esfera de ecuacion 2x? + 2y + 222 - dx + 8y — 122+ 20 = 0.
M 23. Halla la ecuacion de la esfera que pasa por los puntos P(5, 1, 3), Q(1, 2, 0), R(=2,-2, 1)y 5(1, 1,-1).
M 24. Determina la ecuacién del plano tangente a la esfera x* + y? + 22 - 2x— 4y -4z =0en el punto (2, 4, 4).

W 25. Determina el area de una superficie esférica que es tangente a los planos =, y 7, de ecuaciones m: 3x—y + 52 =5,
m3x—-y+5z2=12.

M 26. Halla la interseccion de la esfera de centro (3, 1, 0) y radio 2 con la recta de ecuaciones paramétricas x=2+t, v=1,
z=1-1t

W 27. Halla la ecuacion de |z esfera de centro C(-1, 4, 2) y tangente al plano de ecuacion 4x -4y +4z-12 = 0.

11
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SOLUCIONES

14. Debe cumplirse que los vectores CA y CB son perpendiculares. Es decir, el producto escalar
de ambos debe ser nulo.

(:_;1='1 —d, O, (.]—2],

o

CB=(2-aa+5,-3)

De CA-CB se obtiene a’—6a+8
Las soluciones de la ecuacion son: a=2y a=4

El area del triangulo ABC es:
%\ﬁ\x@‘:%\m—sa—a{a?—a+1,5—4a—a2

Si a=2= area = 3,81 unidades cuadradas.
Si a=4 = area = 17,48 unidades cuadradas.

15. Ambas rectas se cruzan.
Hallamos la ecuacion del plano que contiene ar y es paralelo a la recta s. Su ecuacién:

y=1  z-1

X
[ 2 | =0 = x-y-2+2=0
1

2 -1

La distancia entre las rectas es:
d= [0-0-3+2| _ 1
V124 =12 + (=172 V3

=0,577

12



16. Sea P(t,—t+2,t—1)un punto cualquiera de la letra r. Se cumple:

dP. m)=diP m) = 26—t+2 - 2t+2] =
Va+l+4

_ |t+2t—44+2t-2-1|

= |t+ 4| =|5t-7| =
V1i+4+4

—t4+4= 5t-7=1t=11/6

= (8] 8]
—t+4=-"5t+7=1t=3/4

1

Para t = A el punto es P(—, L =N ]
[ , B 6 6 )

3 [ 3 5 1)
Parar=—e|puntoesP<—.—.——j
4 L4 4 4

17. Sea P(t,0,0) un punto cualquiera de ry Q(0, s, 3) un punto genérico de s.
Los puntos Py Q por los que pasa la perpendicular comun deben cumplir:

—

PO-u, =0; it 5 3)-(1,00=0
— =

PO-u=0; (-t,53)-00,1,0=0

Operando obtenemos: =0y s=0.

La recta buscada es la que pasa por P(0,0,0) y Q(0,0,3) y su ecuacion es:

x=0
yv=0 ytc R
Z =3t

£ EDITEX
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18. Sea P(—1+2t,2—-2t,1—1) un punto cualquiera de la recta r. Para que el triangulo ABP sea
rectangulo en P debe cumplirse:

— —
AP-BP=0 =

e (2t=3,-2t+ 3, -t) "

S2t—4, 2t+2, —t+3)=0=

e P _3t+2=0 = t=1 0 t=2.
Para t=1 el punto es P(1, 0, 0.

Para t= 2 el punto es P(3, -2, -1).

En el primer caso el drea del triingulo es:

L ABxAB|=jic, 1,1y x (1, 1,3)=
2 2

1 —
Tlt—z, —4,-2)| =V6=2,45

En el segundo caso el drea del triangulo es:

L |A_15>< fﬁl = L||-I, _1p_2J * I:-I.l 11 _3|:
2 2
= L|(5, 1,2)] = V30 =2,74
2 2

19. La ecuacion de la recta r puede ser expresada en la forma:

X v+ 1/5 Z+7/5

5 2 -1
Para que la recta ry el plano 7z sean paralelos, debe cumplirse:
i1,-3,a-(5,2-1=0 = a=-1
La distancia buscada es:
d= 10=3-(-1/5-=7/5) + 6] _

8 _om
V124 (372 + (<172 V11

20. a) sea R(t,0,1)un punto genérico de la recta r. Para que R sea vértice de un rectangulo se debe
cumplir:

PR-PO=0 = (t—=1,-1,1)-(=1,1,1)=0 <> t=1
L8]
OR-PO=0 < (t,-2,0)(-1,1,1)=0 < t =2

21. La ecuacion es:(x—1)2 +(y —=3)* +(z+1)* =9

14



22.

23.

24.

25.

26.

El centro es el punto (1,—2,3) y el radioes r=2.

£ EDITEX

La esfera de ecuacién x° + y? + z° + mx+ ny + pz+q=0 cumple las condiciones:

Sm4+n+3p+qg=-35
m+2n +q= -5
2m-2n+p+g= -9
m+ n-p+qg= -3

Resolviendo el sistema, obtenemos:

7 5 9 13
= P 47

“ & F4 ¥4

La ecuacién de la esfera es:

7 5 9 13
v+ x4+ y-— 7z~ =0
' 2 22 2

“

m=-

El centro de la esfera es el punto (1, 2, 2).
El plano buscado tiene por ecuacion:

T-ix=2]+2-ly-41+2-z-4=0=

= X+ 2y+2z-18=0.

El diametro de la superficie de la superficie esférica es la distancia entre los planos. Esta es:

dim, m) =

_3ro-0+5-1-12] |7 7

= = =1,18

V324 -1)2 4 52 V35 V35

El area buscada es:

1,18 .
> | =4,398 unidades cuadradas.

2

4o

= 4}:(

La solucién del sistema:

(x=37+ly-1P+27=4

Nos da como resultado los puntos:
(4,155; 2,155; =1,155) v (1,845; -0,155; 1,155).

15



27. El radio es la distancia del centro C al plano dado y vale:

e |4(-1)—4i4) +4(2)-12| _ [-24] _ _6
Va2 4 (42 + 42 V4s V3

La ecuacién de la esfera es:

X+17 +ly—4r+iz+27=12

£ EDITEX
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

M 28. Halla la distancia entre el punto A(1, 2, 3) y cada uno de los ejes coordenados.

W 29. Halla la distancia entre las rectas de ecuaciones:

x-2 z+1 X+yv+z=1
3 2 -2

=27 -X+y+2z=1

M 30. a) Encuentra las coordenadas del punto B, proyeccion ortogonal del punto A(1, 0, 2) sobre el plano & 2x + y + z = 10.

b) El punto C(2, 1, 5) es un punto del plano . ;Cuanto vale el drea del tridngulo ABC?
M 31. Halla la recta perpendicular comun a las rectas r: % =—=—y Si—=Z==—,

M 32. Halla la distancia entre la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(0, 1, 1) y el eje OY.

M 33. a) Dado el punto A(=6, 2, 0), halla su simétrico A’ con respecto a la recta:

x=1-t
riiy=-2+t

z=-3t _@_

b) Halla un punto P de la recta r tal que el area del triangulo AA‘Pvalga 3466 uZ.

M 34. Dadala recta XTJ = y_~:1 = % encuentra la ecuacién del plano que la contiene y es perpendicular al plano OXY.

M 35. Nos dan los vectores 3 = (1, 0, -1), b = (0, 2, -1) y ¢ =(2,0, 0). Halla:
a) Valor absoluto del producto mixto de 3, b y € y da su significado geométrico.
b) Angulo que forman by ¢ .

¢) Razonasi g, by € forman base, y en caso afirmativo halla las coordenadas del vector ¥ = (1, -2, 0) en dicha base.

W 36. Halla el lugar geométrico de los puntos P que determinan con A(1, 0, 0), B(0, 1, 0)y C(0, O, 1) un tetraedro de volu-
men 1/6.

W 37. Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo que A(8, 0, 0), B(0, 8, 0), C(0, 0, 8) y £(8, 8, 8).
Obtén también las coordenadas de los otros vértices.

M 38. Calcula la distancia del punto P(1, -1, 3) a la recta r: {)‘( - i= ((J)
[rari=

W 39. a) Comprueba que los vectores 3 =(1, 1,3), 6=(-1,2,0)y ¢ =(1, 3, 5) son linealmente dependientes.

b) Encuentra la ecuacién del plano que contiene a los vectores b y € y corta al eje OX a distancia 3 del origen.

W 40. Siendo U y v dos vectores cualesquiera del espacio, prueba que:

U-V)x(U+V)=2U0xV
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28. La distancia del punto A(1,2,3) al eje OX viene dado por la expresion:

(1 2 ) )
dl:_.fdh OX) = ||"1J 2,3)x(1,0, O'Jl =
[(1, 0, 0)

_ o, 3,-2)

L =\/13 =3,606
[(1, 0, 0]
La distancia a OY es:

[(1,2,3)%x (0,1, 0)]
(0, 1, 0}

diA, OY) =

- 18001 4523162
(0, 1, 0]

La distancia a OZes:

d|A OZI = |I-I'l 2' 3'1 % I'o' D" 1'|| =
T (0, 0, 1)]

_ |I:_2,—1,D_]| =\f'f'§:2,236
(0, 0, 1)

29. Estas rectas se cruzan. Por tanto

2 -1 -1
PP, V., V. -
dir, s) = |[ r:; \’r_.-'\’s” = : -3 2 =1,09
V7 x Vi Vi s+ 64+ 121
i j ok
VixVe=(3 22| =-2i-8j-11k
1 -3 2
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30. Quedan:

31.

a) Junto B es la interseccion del plano 7 con la recta que pasa por A(1,0,2) y es perpendicular
ar.
El punto B es la solucién del sistema
l'2x+ y+z=10
x=-2y =1
y—z=-2

Las coordenadas del punto B son B(3,1,3).
b) El area del triangulo de vértices A(1,0,2), B(3,0,3) y C(2,1,5) es:

Area (ABC) = %H_Bb . 4_(_1| =

= ]_||;3, 1, hx(1,1,3)] = —V30=2,739
2 2

"

Sean P(t,t,t) y Q(s+1,3s,s8)dos puntos genéricos de las rectas r y s. Los puntos anteriores
quedan fijados bajo las condiciones:

POx(1,1,1)=0 = 3t-55=1] 3 1

— o =—, 5= ——
POx(1,3,1)=0 = 5t—11s=1] 4 4
Los puntos fijados son P(3/4,3/4,3/4)y Q(5/4,3/4,1/4).
La perpendicular comun tiene por ecuacion:
x=§+t
y== teR
Z=—-—t

4

Otra forma de resolver este problema es hallar la interseccion del plano que contiene a r y al

vector V perpendicular ary s, y el plano que contiene a s y al vector v . Esta interseccion nos
da la recta perpendicular comun.

v=(-2,0,2)

Z,oryav:x—2y+z=0

r,>syav:3x-2y+3z-3=0
X-2y+z=0

Luego la recta buscada es
3x-2y+3z-3=0
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32. Estas rectas r (que pasa por Ay B) y s (eje QY) se cruzan, por tanto la distancia viene dada por:
-1 11

. _ 0 10
d(r,s) = {Vri/s;vm} = 110 =£unidades.
V, XV, |(—1,0,—1)| 2
33. Se da:

o
a)Sea M(1-t,—2+t,—3t)un punto cualquiera de la recta r. Para determinar el punto M, punto
medio del segmento de extremos Ay A’ se cumple:

AML G <> AM- =0 <> (—t+ 7, t—4, —3¢) -
=11, 3 =0 tT+t—4+9=0=t=1.
El punto M es (0,—1,—3) y el simétrico de A es A'(6,—4,-6).
b)Sea P(1-t,—2+t,—3t)un punto de la recta r. El area del triangulo AA'P es:

366 = 1T|"th ® ﬂt_f’| >

= 3V66 = %“34 t—24,-42 t+ 42, 6t — 6| ==

e 6VB6=V237612—4752t+2376 <
e 23762 -4752t=0<t=0 0 t=2

Los puntos solucién son (1,—2,0)o0 (-1,0,—6).

34. El haz de planos cuya arista es la recta dada puede expresarse en la forma:
X+2y+1)+ABx-22-3)=0
Operando:
(1 +3A)x+2y-2A2+(1-341=0
Si este plano es perpendicular a OXY se cumplira:
(1+34,2,-24)-0,0,1)=0 = A=0

El plano buscado es x+2y+1=0
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35. Queda:
a) el producto misto vale 4 y representa el volumen del paralelepipedo de vectores concurrentes

en un vértice Ios dados.

cos b c ‘ H ‘ =0 luego los vectores forman un Angulo de 90°.

c) los vectores son linealmente independientes pues el determinante formado por ellos
vale 4 distinto de cero. Por tanto forman base.

d) escribimos el vector v dado en combinacion lineal de los de la base y obtenemos:
(1,-2,0)=x(1,0,-1) +y (0,2,-1) +z (2, 0, 0)

Y resolviendo el sistema tenemos que x=1;y=1;z=0.por tanto las coordenadas son (1,- 1,0)

36.Sean los puntos P(x,y,z). Deben verificar que %‘{TBA—CHD}=% de donde

-1 10
-1 0 1|=1y obtenemos que el lugar geométrico son los planos de ecuacion
y Zz

x—1
xX+y+z=0.

37. El volumen vendra dado por:

=1024 m?

x=t

38. la recta puede expresarse en la forma: < y=—4

z=1
la distancia buscada es:
d= [(1,3,31% (1,0, 1)
[(1, 0, 1)
3,2, -3) V22 —
_ 182 3 V22 A o gy
[(1, 0, 1) V2
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39. Queda:
1 1 3
a) El determinante -1 2 0| vale cero.
1 83 5

Por tanto los vectores dados son linealmente dependientes.
b) El plano estad determinado por el punto (3, 0, 0) y los vectores (—1,2,0) y (1,3,5). Su
ecuacion es:
X=3
-1
1

=0 = 10x+5y-52-30=0
X+y-z-6=0

LT O
{5 [ I N

40. Teniendo en cuenta las propiedades del producto vectorial, se obtiene:

U =V)x(U+V)=UuxiU+V)=vVxU +Vv)=

—

SUXU+UXV —VXU—-VXV=UXV—-V=xU
=U XV +UXV =2UxV
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