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cuestiones iniciales

1. Representa graficamente la funcién que satisfaga las siguientes pro-

piedades:
e Domf=R-{2, 4} * Asintota horizontal: y = -1
* Asintota vertical: x=2 . //lz)f(x) =2
o [imf(x)=—eo e [imf(x)=+eo
x=T x—=7
. /Lm f(x)=-1 o Jimf(x)=—o
¢ f(6)=0; f(0)=-3
2
2. Dada la funcién f(x) = 2X2+ ix , halla:
x —
. liﬂf(x) e Jimf(x) . //rrg f(x)

SOLUCIONES

£ EDITEX

1. La gréfica queda:

X
21 “1;345?\.:

-2

2. Los limites en cada caso quedan:

_2x*+2x . 2x(x+1) . 2x%+2x
lim £ = i = lim X X
ot x2 =1 ot (x=1)(x+1) xoeo X%
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ACTIVIDADES

M Utiliza el lenguaje matemético en la resolucién de los siguientes problemas:
1. Numeros impares. Demuestra que la suma de dos nimeros naturales impares es un namero par.

2. Nameros cuadrados. Demuestra que si a, b, ¢ y d son nimeros naturales, tales que
P=a?+b? y Q=c2+d?
entonces el producto PQ es también suma de los cuadrados de dos nimeros naturales.

SOLUCIONES

1. Se puede decir:

Los nimeros de la forma 2n+1y 2n+3 son ndmeros impares. Su suma es:
(2n+1)+(2n+3)=4n+4=4(n+1)

2. Queda del siguiente modo:

P-Q=(& +b?)+(c® +d?)=a°c® + a°d® + b’c® + b*d® =(ac+ bd)? +(ad - bc)*
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ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

Y T
' y=gix)
WIN - e ety 3 y=1f(x)
i__'-.1 __________ e e 1 2
[ i) | a o /| v
.'I i 1 "l i [ i { i
-4 -3 -2| ."‘1 O 4 2 &8 4 B8 » -2 l‘ """"" /
1 | \ ‘I
v 11
1
Hi
o f(-3) . f(-2) s f(O) o f(4) . {(In;g(x) . llrg glx)
e limf(x) o [imf(x) o fimfix) e limf(x) * lim glx) e limg(x)
x=-3 =0 e S ¥—3 X e X
e fimfix) e fimf(x) o fimfix) e Jimf(x) o lima(x) e fimalx) e
a1 x—1* x1 x=2 i y=0

MW 2. Representa graficamente funciones que satisfagan, respectivamente, las siguientes condiciones:
a) //n_;_f(x) =d /im}_f(x) =-2; f3)=-2; Dom f=R; Imf=[-3, +e).
b) g estrictamente decreciente en (0, 6); asintota vertical en x = 6; /in;) glx)=-2; no existe g(3).

¢) h acotada inferiormente por 2; xli_n_n hix) = 2; asintota vertical en x = 2; X/L'm hix) = +ee.

B 3. Calcula los siguientes limites:

- 2 3 gy —x
3’ ’L”l[ﬁ *m} @ Jnd 0 f3
.3 . X7 2
v igw oY " !’-’E[ET
i e 3
o lim M fi fm ls i) lim
sv  X°33 e X edxt=2
B 4. Determina |as asintotas de cada una de las siguientes funciones:
2 2 2
2 fi) == by flx) =2 o =22 d fi=X*3
x =1 x+2 X" +4 X*—9x
: ; 2 —4x?
M 5. Halla los puntos de corte de la gréfica de la funcién f(x) = o o con su asintota oblicua.
i
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1. Los datos requeridos son los siguientes:

f(=3)=2; f(-2)=0; f(0)=2; f(4) no definida

Iim fix)=3; Iimfix)=2; Ilim f(x)=2

x—-3 x—=0 x—=3

Iim f(x) noexiste; Iim f(x)=1; [Ilim f(x)=0;

x—3 x—=1 x—=1"

[im f(x) no existe; [im f(x)=1
x—=1 X2

Yy =8WX)

lim g(x)=—=; Ilim g(x)=-2; lim g(x)=0

x—3 x—2" X — +oo

lim g(x) =+4e; [im g(x)=+eo; lim g(x) = —oo
X — —o0 x—0 x—=0"

[im g(x) no existe; [im g(x) no existe
x—=1" X—2

2. Las graficas quedan:

a) y b) 4

/
N
>
>

3. La solucién en cada caso es:

a)0 b)+ C) —o
dyo €)+ oo f) 0
g) +o h)0 i) 400

<)
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4. Queda:

o X
a) tHx) = ———

X =1
Asintotas verticales: x> =1 =0 = |x =+1 | |x =1 |

X
Asintotas horizontales: [im — =0=|y=0
—

X — oo

Asintotas oblicuas: no tiene.
2x?

b) g(x)=
X+2

Asintotas verticales: x+2=0 =

2

Asintotas horizontales: /im =+co NO existen.

Xk X 42

Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

2x°
2
m=tim X _ jim X2 _ i, 22X —2
X—teo X X—>Foo X X—teo T 4 DX

2 —
n= lim (f(x)—mx)= lim [ 2x —2xj= lim —3% ~_4
X—>teo X—>too X+2 + 2

La asintota oblicua queda

X —4
X+ 4

c) h(x)=

Asintotas verticales: no existen.

) ) . X -4
Asintoras horizontales: /im — =1=

Asintotas oblicuas: no existen.

xX*+3
x*—9x

Asintotas verticales: |x=0| [x=3| [x=-3]|

d) f(x)=

X—>too X3 —

) x> +3
Asintotas horizontales: /im =0 quedando |y=0
ox 0
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5. La solucién queda:

La asintota oblicua tendra por ecuacién y = mx + b.

2x —4x
f 2x -1
m= [im LA fim X =
X — too X X — oo
L 2X —4x
= lim —/—— =1
X — 400 2X3—X
2x° —4x°
b= Iim (f(x)—mx) = Ifm( SR ):
X — oo X — +oo \ 2x =1
= Ilim ij+x =-2

x>z 2X —1

La asintota oblicua es la recta de ecuacion

Para hallar los puntos de corte de la asintota oblicua con la funcién f(x), resolvemos el sistema:

y=x-2 ,
28 -4xX = X: = el punto es P(2, 0)
2x -1 '
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B 6. Calcula los siguientes limites:

2_ -
3 X 9 fma=L m) fim (Vx+2 - x-2)
B | 1—'Jx—1 Kt
3_ _—e -
b) limxz—m b 2 Y4 X n dim (Vo + x+1-x)
xmee yxd L x4 2 x=0 X F ]
X =1 LS X ;
o fim ) Iim—— m lim (Vo2 —x =262 1)
== x? 41 =0l x —J1-x e
=1 X +6x—9 5x + 17
P e b2 a3 o tm(355)
3
s o 2 - 3 ﬁ
@ P EoNES k) 2+ 8x~3 ) Ilm(x +1)
)'~~2x’+3x2+2x =0 2x* +5x - X +1
Pl
_ x*-5x+6 23 —x+3 ) (x2+2)«'+1)7-T
ke Ve T T
W 7. Calcula los siguientes limites:
2 2 / e
3 /im[x =% *4} & ImYXEVX ) 324
=2 x+1 xX*-2x xse [y 41 2 x—=2
2 Jx-1 .
c 1+ x [ T x* =1
- -2 e —
b} fimlx - 1F= f ’x’ﬁ?[zHT P o
? PR e : X+2_X+5} g [){14-4:]3
o fim[Jaxr -5 -@x-3)] ) fm[x_1 = K fim| =
. 2 g ¥ 2 =
N h) /im(3"2 5) b o3
=Xt = 2x+1 e\ 30X+ X x4+ 7-3

B 8. Calcula, utilizando infinitésimos equivalentes, los siguientes limites:

3x
sen(5x) 9 ”m1—cos(7x) o) h.mZ -1
=0 52n(2x) =0 4yt =0 2x
2
by fim =2 d fmn=1 f lim295%
=2 x4 x=2 2x—4 =—0san2x
MW 9. Calcula los siguientes limites:
[1+ 3] 2 +3T" N )
9 {m B b xli@*[4x2+5:| 9 Jm[2x+5]

2 5y T"
x* +5x
] =e>

M 10. Calcula el valor de a (3 # 0) para que se verifique fim [ ¥oi
==l x% 4
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6. Los limites quedan:

X —-x+6

b) II —_—— = 400

N qee X+ 3X+2

X =1
c) Iim = 4oo
x4 X H 1
. - ) X+ 1 2
& lim - (x 1}’{x+1} o X2
X_,1x3— x_>1(x—1}(x‘+x+1} 1 X+ x+1 3
X —x-6 . (x+2)(x=3) . X—-3 5
e) lim = _ = Iim - - ___
X_,vx+3x‘+2x \_>7(X+2)(X‘+X) x—-2 X +X 2
§  lim x+6. (x—2)(x—3)@ x—3 _ i
o x2—4x+4 \_)7 (x—2) = Yin? — no existe este limite

g Iim — = i

x—1 Vx+1

I —
x—=1 \J’ -1 x=1 \'/)_(—1 \JIX‘F‘]

x—0 X x—0

x

i) Iim =
x—0 VI + x—=-V1 =X

Iim (V1 + x +

x—=0 2

) lim X*+6x-9
x—3" xX—3

x—1

2—\/4—x’2+\/’4—x

X 2 +V4—x

. X
Iim
x—=0 VI + x-V1-x

_J:1

= limVx+1=2

1
R B |

x—=0 2+\/4 X 4

VI+x+V1-x

VI +x+V1-x
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2x2+6x—3

k) lim = no existe este limite

xo0 2X+5x

/ 2x°+6x-3
x>t 2x2+5x

)

“+co

o ) VX+2-Vx=2)(Vx+2+Vx-2)
m) | VX+2-Vx=-2)= | ( _
)x—in:m( } xin:m VX+2+Vx-2

Iim 4 =0
X 4o VX+2 +VXx=2

VX +x+1+x

n Iim (V¥ +x+1-x= Ilim VX2 +x+1-x Ve +x+1+x
X —3 +oo X — teo

. x+1 1
lim ——— = —

xotee VX2 +x+1+x 2

A/, 2 {52
- 2 1
A) Iim (Ve =x=V2x2 +1) = lim (VX2 —x—V2x2 +1) Vx® - X+ V2x' + ) _
X = foo X — +oo [\/XZ—X+\/2—XZ+1)

) —x* = x-1
lim 7 = =—o0
x4 VX=X +V2x2 +1

5X+ 1 @ Sx+ 1

\3x+2
o) Ilim (—) = lim '3'+2'-(7—1 :
o sx—1 o Xt 3X ) Sx— 1 ] =eEw'5

p) Iim

(x3+1 )‘3 ”

2

M)J& A
‘ X

) lfm( 5
b X = +oo \ X x—=1

Los limites quedan:

X -4

a) Iim . XX; X+ 2)X +4) 32 16

+4
= Iim = =




£ EDITEX

by Iim(x-1)x = ‘h—"n’ X2 "X_1_]’:e\'@72 3:93
X—2
o lim Vax _5- (2x 3)h’m V4 =5 - @x - 3V -5+ @x-3)] _
X — 4oo X—+8 Vax? -5+ (2x-3)
12x_£
X X
Iim =3
et QTR
x—+8 VAx2 -5+ (2x-3) VY X x  x

2x* -2 h,m 2x-Dix+1) _

d Iim ——= = 7 _
x—= 17 X =2x+1 1" (x—1)
e) i \/)'(—+XX = m Nx X
X — 4o VX + X 4e X 1
Vx T
1+ x \;__11 14\ lim \X—11_ i
) i ) = i | )H /3
il 2+x x—1 2+ X \
, [ x+2 x+5 X" +2x-3
g) Iim . _ : 5
x-1 x—1 -1 x—1 X% =1
3X2 5 L2 =1 Iim o2 1( 325 1._ ""’”l_ (x‘—;:zl:i—x)
— 2 - X — to= e
h) [im ( 5 ) = "™ L 3xT+x /_ e —e”=0
X — 4o 3IX +x

X -1 Ifm (W -DVX+3+2) _ Iim (x2—1)(\fx+3+2)

) Iim ———=
x=1 VX+3-2 xSt (Vx+3-2)(Vx+3+2) ] x—1
Y lim (x+ 1)(Vx +3-2) =
x—=1

L ox 0y X4
_ e.\-lin] (,‘ x=1 )(\ X+4 ]). lim L}(’—x;

2
X +4 x=1 -
1 i
k) Klin]( 14 ) \_.1 (=1)(x+4) — e\-—.i (x+4) _ e1,"5

10



Va2 +5-3

Iim

(VX2 +5-3)(VX2+5+3)(Vx + 7+3)

h Iim

2 VX +7-3 x=2 (V+5+3)(Vx + 7-3)Vx + 7+3)

) (x2—4)(\/’x+7+3) X+ 2)(Vx + 743)

— im :
x=2 (X=2)Vx*+5-3) N {\fx2+5 +3)

Los limites quedan:

sen(5 )l/’m 5x 5

a) /mz)
x->0gen(2x) x-0 2x 2

2(x—2)3) —2) -2
b) lim '9 (2X 2): 1il (X2 ) =Iim (X )=
x>2 X 4 x->2 x°—4 x>2 xX42

(7x)
. 1-cos( 7x / 49
c) lim

= Iim
X—0 4X x—0

dy fim !
x->2 2x—4 X—2

n(x—1)§>ﬁm In[1+(x—2)]@fm (x-2) _
2x—-4

]
Tx-22(x-2) 2

2% @ 3x:In2 3:In2
e) Iim = lim =
x>0 2x xX—0 2x 2

- tg(5x) = im 2X S5x_5
x-0 sen(2x) x502x 2

Las soluciones son:

"‘:_, lim i.1+3\ 1) _h’m 12x ,
a Iim@1+3x" Ze0" =e”" 7 =ge"
x—0
b) /fm(ﬂ)T:(i) -0
X —> oo 4 +5 4

2x -1 ')\"'x3+3,\’—,\’ B

<) /rm( = i
x40\ 2X 45 N 4o\ 2X + 1

Ve 3Ix— (V2 43x + x) I

lim — li
! - 1
—I\—)+0° Val+3x + x — .],\' — +oo

2x-1 )L Vi3 -

Vx243x + x

=1

r\J||.\J
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10. El limite es:

2 5 ax lim 1\'( x245x B
Iim (u) = e¥=* |\ X1 /=  fim axi5x=1) lim 5ax—ax :
o a
X = oo \ @ e T TN =e 7T T = e

e'=e" =5a=-5=

12
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

| RAE

2

|_REN

W14

W18

His.

I 20.

H21.

) X2 —
. Encuentra las asintotas de la funcién f(x) =

. Obtén las asintotas de la siguiente funcién: f{x)=

Dibuja la grafica de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

e f(0)=0 e imf(x)=1 * [im f(x) =1
o [imf(x)=+ee * [imf(x)=—eo
x=Z x—=2

Calcula el siguiente limite:

"~

lim e~

x=2

Calcula el limite cuando x tiende a 2 y cuando x tiende a -2 de la funcién f(x) = [x* — 4.

Calcula cuanto debe valer a para gue la funcién siguiente tenga limite cuando x tienda a 1:

Xx+1 sixs1
f(x)=
LY {B—axz si x>

3 . . )
. ¢Cuantas asintotas oblicuas puede tener una funcién racional?,

2x —
;icuantas horizontales?, ;cuantas verticales? —@

_ x*+x-5
x-2

. Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas v, en caso afirmativo, hallalas:

a) fl)=In(x-1) b) glx) = e<?

Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:
a) Si a ¢ Dom f, ;puede existir limf(x) ?

b) Si a € Dom f, ;puede ser x = a asintota vertical?

Determina el valor de a para que se verifiquen las siguientes igualdades:

x ) ax?
a) Iim[\/x2+ax+‘l—x:|=2 b) //m|:4x+§:1 =Iim[4x +]]

x| 4x + ==l A + 1

Discute el siguiente limite en funcién de los valores de a: lim [\Bx +4 - \/;]

Calcula los siguientes limites:

- [1-cos?(2x) ; 1 3
o tm| S oIl Te
b) lim X3 e X 5 d) limM
et 2°8 2 8 =l

13
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SOLUCIONES

11. La gréfica queda:

12. El limite depende de por dénde nos acercamos a x=2, en cada caso queda:
1 1

lim e 2 =+ lim e*2 =0

x—2" x—2~

13. Queda del siguiente modo:

X2 —4 S —o<X<—2 6 2< X<+ 00

Sea la funcién definida a trozos: f(x) = .
4-x° si —2<x<2

Los limites quedan:

Iim f(x)= lim (x* = 4)=0 Iim f(x) = lim(4 - x*)=0 entonces: limf(x)=0
x—2" x—2" Xx—2” X—2 x—2
lim f(x)= lim (4-x*)=0 lim f(x)= lim (4-x*)=0  entonces: /imf(x)=0
x—-2" x—-2" X—-2" X—-2" X—-2
14. Queda:
lim f(x) = lim(x+1)=2 l/'ryf(x)=l/’n17(3—ax2)=3—a
x—1 x—=1" x—1" x—1t

Para que la funcion tenga limite cuando x tiende a 1 ambos deben coincidir, por tanto a=1.

15. La solucién es:

Asintotas verticales:

2

, . , X" -3 ,
Asintotas horizontales: /im =+ NO existen.

X—keo Dy

14
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Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

x*-3
2_
0 _ i 2X=4 _ iy X =3
X—okeo X X—>Foo X x—oteo DX 4 X

N =

La asintota oblicua queda y=%x+1

¢ Una funcién puede tener como maximo 2 asintotas oblicuas correspondientes a los limites
cuando X—+oo Yy X——oo.

¢ Una funciéon puede tener como maximo 2 asintotas horizontales correspondientes a los
limites cuando x—+o y X—>—oco.

» Una funcion racional puede tener tantas asintotas verticales como ceros del denominador
que no lo sean en el numerador.

16. La solucién queda:

Asintotas verticales:

2
, . ., X°+x-5 .
Asintotas horizontales: /im ——— =+ no existen.

X—>too X=2

Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacién y=mx+n.

. f(x) . x—2 . X°+x-5
m= lim = = 5 =1
X—okeo X X—>Hoo X Xote  X° DX

2 f— f—
n=lim (f(x)—mx)= lim (Lxs—sz lim 3x 5=3

X—too X—>teo

La asintota oblicua queda

15
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17. Queda del siguiente modo:

a) f(x)=In(x-1)

Para x=1; y ——o tiene asintota vertical en
Asintotas horizontales: x@l In(x—1) =+ noO existen.
Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

m= lim fx) _ Iim In(x-1)

X—>+oo X X—>+oo X

=0

n= lim (f(x)—mx)= lim (In(x-1)=0- x)=+o0

X—>too X—>too

No tiene asintotas oblicuas.

b) g(x)=€""
Asintotas verticales: No tiene.
Asintotas horizontales: /im e '=+~  Iim ' =0 tiene asintota horizontal en

X—>+o0 X—>—o0

No tiene asintotas oblicuas.

18. La solucién queda:

a) Si. Por ejemplo f(x):x-senl. El punto x=0¢Domf, pero existe l’rr01x~sen1:0
X X X

b) No es posible pues las asintotas verticales son los valores de x para los cuales y—+co.

19. Queda del siguiente modo:

(VX +ax+1-xVx+ax+1+x)

a) Iim Vx> +ax+1-x = Iim ‘ =
X =3 +oo X e VX +ax+1+x
2 2
) x+ax+1—r® ) ax+ 1 a a
= Iim —— = lim —= =" =" =2
xotee VXE+ax+14+X xo+e VX2 +ax+1+x 2 2

/ \ X lim f 4X+5 ) . Iy
b) [lim (ﬂ) @ e”*‘"‘\('« ey T o i e -
Xx— e\ 4X+3 ) e o= er
y ( 4 + 1 )® x5t 1)
m —_— = ) \ 4x+m /] =
x4 AX ) a0
lim all—mx* all-m 1 "
= ¥t A+ - 4 — ez = 3= “~
1-r

16



£ EDITEX

20. La solucién queda:

1°Sia=0= Iim V3x+ 4 —Vax = +eo

X — 400
/ RVATVRTLV v
2°Sia>0= Iim V3x+4-Vax = Iim (V3x + 4 M\ 3X,+_4 +vax) _
X = oo X =5 +oo V3ix + 4 + Vax
3 4 0 sia=3
= fim —=XEX27aX ) o sia>3

21. Los limites quedan:

_ 2 2 2
a) lim 1 co::‘.2(2x)= iim S€N (2x)=(2x)

x>0 3x x—0 3)(2 3)(2




