UNIDAD 5- MATRICES

1. MATRICES
Una matriz es una ordenacion rectangular de nimeros. Los numeros (o simbolos que los representan) se
llaman elementos de la matriz. Se suele escribir el conjunto de nimeros entre paréntesis o corchetes.

2 0
Un ejemplo de matrizseria| 5 3

J2 0

Se puede entender como una tabla de numeros ordenados en filas y columnas.

Notacion:
1. Se utilizan letras mayusculas para simbolizar matrices, y las letras mindsculas correspondientes para
designar sus elementos.

2. Un elemento general de una matriz A puede ser escrito &;, esto designa al elemento que se

i=1,2,3,...m
encuentra en la interseccidn de la i-ésima fila y de la j-ésima columna. Es decir, A= (aﬂ), { 123
J = 1 &y 1"-n
ail a12 a'13 a.h
aZl a22 a23 aZ]
donde m es el nimero de filas y nel nimero de columnas. A= (a,-j) =|a; Qa3 ag a,,

8y 8np 8pg e G

3. Se dice que una matriz es de orden mX nsi tiene M filas y N columnas. A MXn se le llama dimensi”“on
de la matriz A

e Si m=nse dice que la matriz es cuadrada. Una matriz cuadrada Ahxn suele decirse que es de

orden n.
e Si m#n, la matriz se dira rectangular.
e Las matrices 1 X nse llaman matriz-fila.
e Las matrices m X 1se llaman matriz-columna.

Definicion: Se llama diagonal principal de una matriz a los elementos aii
Ejemplo: En tamafo mayor los elementos de la diagonal principal de la matriz A

0O 1 -5 7

A=[J2 8 -3 -12
1 390 10
2

Definicion: Se llama diagonal secundaria de una matriz a los elementos aij que verifican i + j = n+1

Ejemplo: En tamafio mayor los elementos de la diagonal secundaria de la matriz A

o 1 -5 [

A=|2 8 =3 -12
13 9 10
2

UNIDAD 5.- Matrices



2. TIPOS DE MATRICES

Matriz fila: Es aquella matriz que tiene una sola fila, es decir, es de dimensién 1xn
A= (1 2 -9 72) es una matriz fila de dimensién 1x 4

Matriz columna: Es aquella matriz que tiene una sola columna, es decir, es de dimensién mx1
-121

B=| O es una matriz columna de dimensién 3x1
7

Matriz nula: Es aquella matriz con todos sus elementos nulos. Se denota por men , 0 bien, sdlo por H Si
se sobreentiende su dimension

000
02><3:

O O O es la matriz nula de dimension 2x3

Matriz cuadrada: Como ya sabemos es aquella matriz que tiene igual n? de filas que de columnas, y en
ellas no se habla de dimensidn sino de orden

6 -5
A= es una matriz cuadrada de orden 2
11 9

Matriz trianqular superior: Es aquella que tiene todos los elementos situados por debajo de la diagonal
principal nulos

1 6 7

0O 7 8 . .
C= es una matriz triangular superior

0 0 2

0 0O

Matriz trianqular inferior: Es aquella que tiene todos los elementos situados por encima de la diagonal
principal nulos

1 0 O

6 0 0 - o
C= es una matriz triangular inferior

5 5 2

0 -3 -4

Matriz diagonal: Es aquella matriz en la que todos los elementos no situados en la diagonal principal son
ceros o nulos. Normalmente se aplica a matrices cuadradas.

-4 0O
A=| 0O 5 0] esuna matriz diagonal
0O O 8

Matriz escalar: Es toda matriz diagonal cuadrada en la que los elementos de la diagonal principal son
iguales.
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o -7
Matriz unidad o identidad: Es |la matriz escalar cuyos elementos de la diagonal principal valen 1. Se

-7 0 ]
E= es una matriz escalar

representa por I n o solo por I

1 0 O
|3 =010 es la matriz identidad de orden 3
O 0 1

3. OPERACIONES CON MATRICES

Definicion: Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y si los elementos que ocupan el mismo
lugar en ambas son iguales

Suma de matrices: Para sumar dos matrices A = (aij ) y B= (b,] ), primero hemos de cerciorarnos de

gue sean de la misma dimension Mxn y la matrizsuma A+ B es una matriz de la misma dimension cuyos

elementos se obtienen sumando los elementos que ocupan el mismo lugar, es decir, A+B= (aij + b.j )

Se define la diferencia A—B= A+ (-B), siendo (- B) (matriz opuesta de B) la matriz que se obtiene
cambiando de signo a los elementos de la matriz B

) . 5 -2 6 ) -5 2 -1
Ejemplo:- Dadas las matrices A= y la matriz B = 2 0 7 , calcular:

0 1 -4
0 05
a) A+B=

2 1 3

10 -4 7
b) A-B=

-2 1 -11

Producto por un n? real: Dado un n? real K y una matriz A= (aij ) de dimensidn mxn, se define la

matriz K-Acomo la matriz de dimension mxn cuyos elementos son los de A multiplicados por Kk, es
decir, K-A= (ka”)
Elemplo: Dadas las matrices A=[> 2 ° |ylamatiz B=| > %
emplo: Dadas las matrices A= a matriz B= ,
o 1 -4)) 2 0 7
-10 4 -12 -15 6 -3 -25 10 -15
a) Calcular —2A+3B = + =
0O -2 8 6 0 21 6 -2 29

b) Hallar una matriz X , que cumpla 2X —3A=-B. Operamos igual que si fuera una ecuacion,

pero en este caso es una ecuacién matricial: > 2X =3A-B-> X = %(SA— B)>

19
10 -4 =

5 -2 6) (-5 2 - 20 -8 19
=K - Sx=1 >X= 7
2 \0 1 -4) (2 0 7 2(-2 3 -19 4 3 19
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4. PRODUCTO DE MATRICES

NOTA MUY IMPORTANTE: Para poder multiplicar dos matrices, el nimero de columnas de la primera ha
de ser igual al niUmero de filas de la segunda.

Producto de una matriz fila por una matriz columna: El n? de columnas de la matriz fila tiene que ser igual

al n? de filas de la matriz columna. Asi si la matriz fila es F = (a1 a, .. an) y la matriz columna es
b,
b, . o : .
C= , entonces F-C es una matrizde dimensidn 1x1 (o sea, un nimero real) que se obtiene de la
b,
siguiente forma: F-C = (a,b, +a, b, +...+a,b,)
5
, 6
Ejemplo: Dadas F :(2 -1 0 3), C= . y D :(3 4 1 —2) tenemos que:

-2
a) FC=(25+(-106+07+3(2)=(-2)
b) D-F no se puede calcular pues el n2 de columnas de la primera (4) no coincide con el n2 de filas

de la segunda (1)
c) DC=(@5+24+7+4)= (50

Producto de dos matrices: Dada una matriz A = (aij ) de dimensién MXny una matriz B= (b” ) de
dimensién nx p (vemos que el n2 de columnas de A es igual al n2 de filas de B, n), la matriz producto
P=AB= (pij) es una matriz de dimension mx p cuyos elementos p; se obtienen multiplicando la fila i

de la matriz A por la columna j de la matriz B, como hemos explicado en el punto anterior

3
1 0 | Como vemos la primera matriz tiene dimensién 2x3 y la segunda matriz

5
Ejemplo: Calcular [3 1

tiene de dimensidn 3x1, por tanto se puede multiplicar y el resultado es una matriz de dimension 2x1
- lafila 1 de la 12 matriz por la columna 1 de la 22 matriz da el elemento p,; del producto

- lafila 2 de la 12 matriz por la columna 1 de la 22 matriz da el elemento p,, del producto

5 8 3. g _(52+80+3(D) (7
391 _1_(32+90+1(—1)]'(5J

01 -1 3 12
-1 1
Ejemplo: Dadas A=0 1 -3 -2|ylamatriz B= 0 2 Calcular:
53 2 O
3 0

a) A-B Se puede realizar pues A es de dimension 3x4 y B es de dimensidn 4x2. El resultado sera de
dimension 3x2
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01 -1 3)(1 2) /g _3

AB=|0 1 -3 -2]|. 0 2 =| =7 —5] que os dejo a vosotros su realizacién detallada
53 2 O 2 17
3 0

b) B-A No se puede hacer, el n? de columnas de B es 2 y no coincide con el n2 de filas de A que es 3

c) A*> = A-A tampoco se puede hacer por las mismas razones que en b). S6lo se podra hacer en matrices
cuadradas las potencias

5 10 -5 0 1
Ejemplo: ° -(2 -1 0 ?): 12.-60 18
7 14 -7 0 21
-2 -4 2 0 -6

Propiedades del producto con matrices cuadradas:
a) El producto de matrices cuadradas es asociativo: A-(B-C) = (AB)-C
b) Las matrices cuadradas de orden n tienen elemento neutro para el producto, que es la matriz
unidad o identidad de orden n: Al =1-A = A (recordemos que la matriz unidad era una matriz
diagonal escalar con todos los elementos de la diagonal principal valiendo 1)
c) El producto de matrices es distributivo respecto de la suma de matrices: AB+C)=AB+ AC

d) El producto de matrices cuadradas, en general, no es conmutativo: A-B # B-A normalmente

5. MATRIZ TRASPUESTA. MATRIZ SIMETRICA Y ANTISIMETRICA

Definicion: Se llama matriz traspuesta de una matriz A de dimensién mxn a la matriz que se obtiene al
cambiar en A las filas por columnas (6 las columnas por filas). Se representa por A® 6 trasp(A) y su
dimensiéon es Nxm

Si una matriz es cuadrada, su traspuesta tiene el mismo orden

01 -1 3 0 0 5
1 1 3
Ejemplo: Dada A=|0 1 -3 -2|5> A'= s
5 3 2 0
3 -2 0
Propiedades de la trasposicion:
t
() = A
t
(A+B) = A"+ B!
(k-A) = kA

_(AB) =B"A
Definicion: Se llama matriz simétrica a toda aquella matriz cuadrada que coincide con su traspuesta,
A=A

Es decir, los elementos simétricos respecto de la diagonal principal son iguales, aij = aji
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Son de la forma, en el caso de las cuadradas de orden 3, A=

< X Q9
N T X
O N <

Definicidn: Se llama matriz antisimétrica a toda aquella matriz cuadrada que coincide con la opuesta de su

— _At
traspuesta, A= —A

Es decir, los elementos simétricos respecto de la diagonal principal son opuestos, a1j - _aji

Los elementos de la diagonal principal han de ser nulos.

0O x vy
Son de la forma, en el caso de las cuadradas de orden 3, A=|-x 0 z
-y -z 0

6. MATRIZ INVERSA

Definicién: Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama matriz inversa de A y se nota por A™, ala
matriz cuadrada de orden n que verifica: AA™ =AT-A=|

NOTA: Nosotros nos vamos a limitar a calcular matrices inversas de matrices cuadradas de orden 2

a b
Propiedad: Una matriz cuadrada de orden 2, AI( dj' tiene inversa siy sélosi ad —bc# C
C

Por tanto, no todas las matrices cuadradas tienen inversa.
Si queremos calcular la inversa tendremos dos opciones:

a) Aplicar la definicién de esta vy plantear el sistema de ecuaciones correspondiente.

3 2
Ejemplo: Calcular la matriz inversa de A= (1 :J

1 10z t 0
3x+2z=1 x=1
3x+2z 3y+2t 10 +z=0 =-2 1 -2

Xrez YT S XTETE ST A
X+z y+t 01 3y+2t=0 z=-1
y+t=1 t=3

X 3 2\Xx 10
Consideremos A™ = [ i/ > AA" = ( J( yj = ( 1] > (como vemos salen 4 ecuaciones)
z

b) Aplicar las siguientes formulas

d -b
ad-bc ad-be
—-C a
ad-bc ad-be

a
Dada la matriz A:(
C

b _
4 la matriz inversa si existe es: A" =
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3 2
Ejemplo: Calcular la matriz inversa de A=( J

11
1 -2
alc| 3121 3% 2 :(1 -ZJ
-1 3 -1 3
31-21 3% 2

01 1 2
Ejemplo: (Selectividad 2013) Sean las matrices A=(1 0] y B =(3 1]

a) Calcule A? y A®"
b) Resuelva la ecuacién matricial AX +1, = 5B' = A?

a) Calculamos las potencias de A
, (0 1Y (0 1y(0 1 (1
A = = . = :|2
10 1 0\1 O 0
, (0 1Y (0 1)(0 12 (0O 1 0
A’ = = . = = =A
10 1 0\1 O 1 0 1
, (0 1) (0 10 7 ,
A’ = = | =AA=A"=1,
1 0 1 0\1 O

Vemos que para las potencias pares el resultado es |, (la matriz identidad) y para las pares es A

01
Por tanto: | A*¥ = A=
1 0

b) Despejamos X de manera analoga a como se opera con una ecuacion:
AX+1,=5B -A = AX =5B'-A’-1,= ATAX = A" B' - A’~1,) Como sabemos que A’ =1,

por el apartado a) y que A“A= l,, tenemos que:
X = AY(SB - 1,-1,)=|X = A"(58' - 21,

1 3
Tenemos que B' :( j

2 1

x=0
0 1 10 t 10 =1 0 1
Calculamos A™ = xy > AA'= X Y > z = > y > A=
z t 1 0){lz t 01 X Yy 01 z=1 10

, algo que ya sabiamos por el apartado a), y nos podiamos haber ahorrado todo este célculo

5 o 9 I

Ya solo queda sustituir y operar:

@) o) 4 4 3
G 3(10 35] T (130 135}
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7. MATRICES COMO EXPRESION DE TABLAS

A veces en la vida real se nos presentan gran cantidad de datos y para cuantificar y clarificar tanta
informacién resulta muy apropiado el uso de matrices y sus operaciones. Veamos mediante ejemplos
practicos su uso

Ejemplo: En un Instituto rural, estan matriculados alumnos de tres pueblos diferentes. En primer curso hay
100 alumnos del pueblo A, 80 del By 30 del C. En segundo curso hay 65 del A, 50 del By 20 del C. En tercer
curso hay 50 del A, 35 del By 12 del C. En 22 Bachillerato hay 40 del A, 25 del B y 8 del C. Disponer estos
datos en una matriz.

Podemos expresar el enunciado como una tabla donde las filas seran los niveles educativos y las columnas
los pueblos

Pueblo A Pueblo B Pueblo C
Primer curso 100 80 30
Segundo curso 65 50 20
Tercer curso 50 35 12
22 Bachillerato 40 25 8
100 80 3
] ] » ) ] 65 50 20
Podemos representar dicha informaciéon mediante una matriz A=
50 35 12
40 25 8

Ejemplo: Un proveedor que suministra materia prima a 3 fabricas, F, G y H, transporta una parte de sus
envios a cada fabrica por carretera y la otra parte por tren, segun se indica en la matriz T, cuyos elementos
son las toneladas de materia prima que recibe cada fabrica por cada via de transporte.

F G H
T (300 200 150 \carretera
=| |
| 400 250 200/ tren

Los precios del transporte de cada tonelada de materia prima son 200 euros por carretera y 180 euros por
tren, como indica la matriz C = (200, 180). Explique qué operacién debe efectuarse con estas matrices para
determinar una nueva matriz cuyos elementos sean los costes de llevar este material a la fabrica.

Debe efectuarse C - T (El producto T - C no podria realizarse) y obtenemos el coste de llevar el material a
cada fabrica

200 150

) :=(l32000 85000 6600)=( Coste F Coste G Coste H)
250 200

. 300
C-T=(200 180 0

Ejemplo: Una persona tiene que comprar 2 kg de manzanas, 1 kg de ciruelas y 1.5 kg de platanos y otra
necesita 0.5 kg de manzanas, 2.5 de ciruelas y 3 de platanos. En la fruteria A, los precios de las manzanas
son 1.8 euros/kg, los de las ciruelas 2.1 y los de los platanos 1.9 y en la fruteria Bson 1.7, 2.3y 1.75
respectivamente. Determinar en qué fruteria le conviene a cada persona comprar.

Consideremos las matrices:
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2 1 15
M = (0,5 > 3) Cada fila indica la persona y la columna la cantidad de fruta que quiere comprar

18 17
N =|21 23| Cadafilaindica el tipo de fruta y las columnas fruterias, Ay B
19 175
(18 17 A B
) 2 1 15| _ i Personal 855 832
Haciendo el product-N =| i 21 23|= ) .
05 25 3 19 175 persona 2 1185 118

La persona 1 debe comprar en la fruteria B y laqrex 2 le da igual una que otra.

8. MATRICES COMO EXPRESION DE GRAFOS

Definicion: Un grafo es un conjunto, no vacio, de objetos llamados vértices (o nodos) y una linea de unidn

entre pares de vértices, llamadas aristas. Tipicamente, un grafo se representa mediante una serie de
puntos (los vértices) conectados por lineas (las aristas).

Este es un grafo cuyos vértices son V={a, b, c, d, e, f } y cuyo conjunto
\ de aristas son A ={ab, ac, af, bc, cd, de, ef }.

Los grafos aparecen con gran frecuencia como respuesta a problemas de la vida cotidiana. Algunos
ejemplos podrian ser los siguientes: una red de carreteras, la red de enlaces ferroviarios o aéreos o la red

eléctrica de una ciudad. En cada caso, es conveniente representar graficamente el problema dibujando un
grafo como un conjunto de puntos (vértices) con lineas conectandolos (arcos).

Los grafos se dividen en dos grandes bloques:

Grafos Dirigidos: Las aristas tienen sentido de recorrido
Grafos no Dirigidos: No hay un sentido en la arista

Figura 2:Ejemplos simples de un grafo dirigido y uno no dirigido.
Un ejemplo de grafo dirigido lo constituye la red de aguas de una ciudad ya que cada tuberia sdlo admite

gue el agua la recorra en un Unico sentido. Por el contrario, la red de carreteras de un pais representa en
general un grafo no dirigido, puesto que una misma carretera puede ser recorrida en ambos sentidos.
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En un grafo podemos encontrarnos lazos (aristas cuyos extremos coinciden: v3v3), aristas multiples (mas
de una arista conectando los mismos vértices: vlve ) y vértices aislados (no estan conectados a ningun
otro vértice: v7), como vemos en el grafo siguiente

Ug v

-
i

U4 Us
Definicion: Se llama matriz de adyacencia de un grafo a una matriz cuadrada que se utiliza para
representar un grafo, de forma que sus filas y columnas representan ordenadamente los vértices del grafo,

y cada elemento a,-,- indica el n2 de aristas entre el vértice i y el vértice j.

NOTA: En los grafos no dirigidos la matriz de adyacencia es simétrica

Ejemplo: Consideremos la siguiente red de AVE

BARCELONA

.

\

arista (o arco)

~ vertice (o nodo)

Como vemos es un grafo no dirigido, se puede viajar en los dos sentidos. Su matriz de adyacencia seria la
Barc. Mad. Sev. Val.

Barc.(O 1 0 1
Mad.|1 0 1 1
Sv.|01 0O
va.\1 1 0 O
Ejemplo: Consideremos el siguiente grafo de vuelos de una compaiiia aérea:

1

En este caso se trata de un grafo dirigido con aristas multiples y su matriz de adyacencia es como sigue:
Barc. Mad. Sev. Val.

Barc.(O0 1 0 1

siguiente.

Mad.[2 0 1 1

Sv. 0 0 0O

Val.\0 0 0 O
10
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Observaciones:

1) Obviamente, la matriz de adyacencia de un grafo no dirigido siempre es simétrica.

2) Algunos autores sélo consideran matrices de adyacencia binarias, es decir, compuestasde 0y 1,

por lo que sus elementos sélo indican si hay relacién (1) o no (0) entre vértices.

3) Ladiagonal no siempre va a estar compuesta por 0: jPuede haber bucles!
En los grafos interesa recorrer las aristas para llegar de un vértice a otro. Se llama camino entre dos
vértices a y b, a toda sucesion de aristas que conectan a con b, siendo la longitud del camino el nimero de
aristas que lo componen.

Las potencias de la matriz de adyacencia de un grafo permiten conocer el nimero de caminos existentes
entre cualquier par de vértices de una determinada longitud.

La matriz de adyacencia M de un grafo indica si existe o no una arista entre cada par de vértices.
La matriz M ? indica el nimero de caminos de longitud 2 entre dos vértices cualesquiera.
De la misma forma, la matriz M ® indica el nimero de caminos de longitud 3 y asi sucesivamente.

Definicion: Un grafo es conexo si cada par de vértices estd conectado por un camino; es decir, si para
cualquier par de vértices (v1, v2), existe al menos un camino posible desde v1 av2.

Un grafo es no conexo, si hay un par de vértices sin conectar.

Grafo conexo Grafo no conexo

(D
oo e
(5) (3)

Ejemplo: Hallar cuantos caminos de longitud 2 y 3 conectan cada par de vértices del grafo siguiente:

a b
d *C
Solucion:
b ¢ d a b ¢ d a b ¢ d
a| 1 1 1) a(3 2 2 2 a(6 7 7 17
A1 0 1 1 ., b2 3 2 2 ; b7 6 7 7
M= M= | M=
cll 1 0 1 CIZ 2 3 2 c|7 7 6 7
1 1 1 0] dl2 2 2 3] dl7 7 7 6
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