Matemadticas Il 22 Bachillerato

EJERCICIOS UNIDAD 3: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Ejercicio 1:

9 Halla los midximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

)

3 (3 — _ _
Dy =+ 2a? Dy=—— £)y=e*(x-1)
X<
a) flix) =3x2—12x+9
. - ', + \‘II " _
[=0 = 3ar-4x+3)=0 — x= %ﬁlz _
4+2 —x=3 — y=0
2 T—x=1 - y=4
Signo de la derivada:
=0 <0 . [1>0

Hay un minimo en (3, 0) v un maximo en (1, 4).
Puntos de inflexion:
SMx)y=6x-12=0 — x=2 — yp=2
Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x)>0 para x>2, elpunto (2,2) esun

punto de inflexion.,

] _ 5}.4 _ 8.1'3

b)] = T

123 — 24
12

= x3 - 242

S =

— X
=0 = x*(x-2)=0=__ .-

S0 <0 f1>0

. =4
Hay un minimo en (2, T)

] a2 ) ) _—x=0 — y=0
frx) =3x"—4x=0 — x(GBx-4)=0=__
— x

f"=0 . fr<0 . =0
0 4
U m 3 U
, . 4 —064)
Hay un punto de inflexion en (0, 0) vy otro en (T 81 ]
J J
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©) f1(x) = 4a3 — 6x?

x=0 — yp=20
1) =0 — 22(dx—6)=0="_ :

TT—x=32 — y=-27/16)
f'=0 . J'<0 . f=0
{I} I
L (3 27
Hay en |2, .
ay un mummo en ( ok 16 )
=0 —= yp=0

= _
My = 1742 _ = 12%(v— 1) = — )
Sy =12t 12w =12 - D=0 _ | A

J"=0 \ fr=0 , Jr=0
VAN AN,

Hay un punto de inflexién en (0, ) y otro en (1, —1).

d) f1(x) = 4a3 — 4o

S)=0 = 4x@xZ+1D=0 = x=0 — y=0

f<0 >0

\”/

Hay un minimo en (0, 0).
f"(x) =12x% + 42 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
e) f1(x) = X
(x? + 1)?

f@)=0 - 2x=0 — x=0 — y=1

f'=0 S=0

Hay un maximo en (0, 1).

Frix) = =2 2+ 12+ 2x- 20+ 1) 2x _ 202+ D +8% _ 6a?-2
' (2 + 1 2 + 1) 2+ 1)

) = Y ER SR _3
f(.k)—() — }—i‘dﬁ_—iﬁ—i‘T — "})—I

[0 f7<0 fr>0




Matemadticas Il 22 Bachillerato

_)_

4:\|ua_
E[SY

| — —
. B N N
Hay un punto de inflexién en (—73, ) y otro en (79’,

) filix) =e¥(x— 1) +e¥=e¥(x -1+ 1) = xe*
fx)=0 — xe*=0 — x=0 (pues e*#( para todo x)

y=-1

JSr<0 o[>0

\‘[’/

Hay un minimo en (0, —1).

SM(x) =e* +xe*=e*(1l+x)

fSfMx=0 — x=-1 — y=—

e
J{'H < [:l . J{'rf-:- {}
Y
. . =2
Hay un punto de inflexién en (-1, —|.
_ e

Ejercicio 2:

Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen miximo o minimos:

1 2x—3 Xl x2-1
a) P = b) = = c) P = d) =
Y4 YT I ’ x
a)y= 1 Dominio =R — -2, 2}
x4t —4
: —2x
fl)=—"2 -0 > x=0
(x? — 4)?
Signo de la derivada:
f1>0 [>0 L [1<0 <0

(S of

/_é/;}\ ~~

La funcion: crece en (—==, =2) J (=2, )
decrece en (0, 2) U (2, +==)

. . -1
tiene un maximo en |0, —
_l.




b)y= 2x -3 . Dominio =R - -1}
. x+1
£1(x) = 2c+ 1) - (2x—3) _ 2x+2-2x+3 _ 5

(x + 1)? (x + 1)° (x + 1)2
Sf(x) >0 paratodo x#—1.
Por tanto, la funcién es creciente en (—e=, —1) J (-1, +e=).
No tiene maximos ni minimos.

x2 .
cy= . Dominio =R

x?+1

() = 2x(x®+ D—2x-a? _ 23+ 2243 _ 2w

(22 + 1) 2+ 172 2+ 1

x>0 — 2x=0 — x=0
Signo de la derivada:

f1<0 o[>0

~_. ' _—

La funcion: decrece en (—==, ()

crece en ((), +o2)

tiene un minimo en (0, 0)

2
d)y = =1 pominio=R - {0}
x

() = 2x - x—(x2-1) _ 2x2—-xZ+1 _ x%+1
SO 22 B 22 2

Sf(x) # 0 paratodo x# 0.
S(x) >0 para todo x # 0.
La funcion es creciente en (—==, 0) U (0, +==).

No tiene maximos ni minimos.

Ejercicio 3:
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Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de las siguien-

tes funciones:

- 8-3x =
a)y= x(x=-2) b) »

a2+ 1
x:-1

2_
d) _'}’ — 2x 3.\.’

e)y=x%-3x?-9x
2—-x :

oy



a)y =

b)y=
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8 — %“\ - 8-3x . Dominio =R - {0, 2)
."C(.')C — Z) _xz —2x
on . Bt -2 -(8-3x) - (2x—2) _ Bx?+6x—16x+ 16 + 6x% — 6x _
f(x) = = =
S (.}2 _ 2_)‘)2 (..\’-2 _ 2"1()2
_ 3xf—16x+ 16
(x? — 2x)?
FH=0 — 322 16x+16=0 — x=10EV256-192 16+ V64
6 6
_16+8 _—X=4
6] T x = 4/3
Signo de la derivada:
[0 >0 fr<0 f1<0 . =0

/v {:1 / %\2 \ i

U (4, +==)

La funcion: es creciente en (—==, 0) |J ((L %

es decreciente en

4 2ue b
3" )U( 4

4
33

tiene un Maximo en

. .. 1!
tiene un minimo en ("-]? —?

2

***1  pominio =R - -1, 1)

xc—1
P02 = 2x(f-D-*+ 1) -2x _ 2x0 —2x—-2a%-2x _  —4x
T (x? - 1)? (x? - 1)? (x? - 1)?
filx)=0 — —-4x=0 — x=0
Signo de la derivada:

00 200 <0 f'<0
/ _'i /, ('} \ Il \

La funcién: es creciente en (—eo, —1) |J (=1, O)

es decreciente en (0, 1)U (1, +==)

tiene un miaximo en (0, —-1)

/
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Qy= . Dominio=R - [-1, 1}
x2—1

() = B2 = D —ad - 20 _ Bt —3x? - 20t | x' -3x? | XP(P-3)

' (x? — 1)? (x? = 1)? (a? — 1)? (x? - 1)?
x=0

) =0 — 22x*-3)=0 < x=-3
x = \4"3

Signo de la derivada:

>0 AL fr=0 L f'=0 L <0 [1=0

_ _{@\—i ~_ 0 ~_ i\w% _

La funcion: es creciente en (—eo, —N‘?} Uc \E. +eo0)
es decreciente en (—w"?f -HUE, U, V3)

—_5'\5)
7T

tiene un maximo en (— V3

tiene un minimo en

= 33
V3, > )

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

Al
d)y = u Dominio =R — {2}

2—-x

(4x—3) - 2-2)-2x*-3x) - (1D _ 8x—4x? -6+ 3x+2x? - 3x

r(." ) _ h
Sx (2 — .DC)E 2- 3')2
_ 22+ 8x—6 _ —2(x% - 4x + 3)
(2-x)? (2 —x)?

flx)=0 — x*—4x+3=0 — x= =

Signo de la derivada:

[1<0 S0 200 <0

~. ' _ 7~
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La funcién: es creciente en (1, 2) J (2, 3)
es decreciente en (—e=, 1) J (3, +=2)
tiene un minimo en (1, =1)

tiene un maximo en (3, =9)

e) y =x° - 3x? - 9x. Dominio =R

fi(x) = 3x? —6x—9 = 3(x? - 2x —3)

—
. 2+V4+12 _ 2+V16 _2+4 _—Xx=3
x)=0 X = = =
f () - X 2 2 2 T x=-1
Signo de la derivada:
[0 . <0 . =0
La funcién: es creciente en (—=o, =1) |J (3, +==)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 35)
tiene un minimo en (3, =27)
fyy= 8 — = 8 Dominio =R — 10, 3)
x(x—3) ¥ — 3x?
f:(x.) - —8(3.962 — 6.7() - —8x(3x — 6) - —-8(3x—06)
o x*(x — 3)? xt(x - 3)2 x3(x — 3)?
f)=0 = 3x-6=0 — x=2
Signo de la derivada:
<0 . [0 <0 . f<0

\ 0 / 2 \ 3 \
La funcién: es creciente en (0, 2)

es decreciente en (—e=, 0) |J (2, 3) U (3, +==)

tiene un maximo en (2, =2)

Ejercicio 4:

Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes
funciones:

a)y= x3-3x+4 b) y= xt— 6x2 A)y=(x- 2)*
d) y=x e_\' e) y= i:";‘ f)}r = Iﬂ'(x + 1)
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a)y= x3 — 3x + 4. Dominio =R
S0 = 3x% = 3; fr(x) = 6x
f16)=0 = 6x=0 — x=0
Signo de f"(x):

fr<0 "0
T
N\

La funcion: es convexa en (—e=, ()

es concava en (), +e=)
tiene un punto de inflexién en (0, 4)
b) y = x* — 6x2. Dominio = R
[0 = 4x® — 12x; f(x0) = 1207 — 12
=-1
ey — D el Ny — ,—r-’""r’x
S =0 — 12*-D=0=__ _
Signo de f"(x):
JIrH > [:I . f’" (\: {) f‘” > (}

AN,

La funcion: es concava en (—e=s, —1) |J (1, +==)

es convexa en (=1, 1)
tiene un punto de inflexién en (-1, -5) y otro en (1, -5)
c)y=(x— 24 Dominio = IR
S0 = 4(x - 2)% [0 = 12(x - 2)?
fx)=0 — x=2
S"x) =0 para x# 2
Por tanto, la funcién es céncava. No tiene puntos de inflexion.
d) y = xe*. Dominio =R
flx)=e*+xe¥=(1+x)e"; fflx)=e "+ (1 +x)e*=(2+x)e”
f"ay=0 — x=-2 (¢¥*#0 paratodo x)

Signo de f"(x):

Jf'.l.l <) I J('.'.' = ()

N\




Matematicas Il 22 Bachillerato
La funcion: es convexa en (—e=, —2)

es concava en (=2, +e<)

tiene un punto de inflexion en |2, —%
e
: 2-—x .
ey= " T Dominio = R — {-1}
£1(x) = —1x+1D-2-x) _ x-1-2+x _ -3
C (x+ 1) (x+1)° (x+ 1)
i = —5—
(x+ 1)}
Sf"(x) # 0 para todo x.
Signo de f"(x0):
f"<0 >0

m -1 \—/
La funcion: es convexa en (—e=, —1)
es concava en (=1, +e=)

no tiene puntos de inflexion

f) y=In(x+1). Dominio = (-1, +==)

x) = 1
S x+1
: —1
"(x) = ———
S et 12

S"x) <0 para x e (=1, +e=)

Por tanto, la funcion es convexa en (=1, +=<),

Ejercicio 5:

Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de ir
flexion en el punto de abscisa x = 1:

a)y=1+(x-1 b)y=2+(x-1*
Ay=3-(x-1° dy=-3+2x-1)°
a) f'(x) = 3(x— 1% F(x) = 6(x—1)

[0 [0 <0 [0

— Y

Hay un punto de inflexién en x = 1.
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b) f'(x) = 4(x— 1)3; () = 12(x — 1)2
f1<0 . [1>0 f>0 >0
~. ' NN

Hay un minimo en x = 1.

) fi(x) = —6(x—1)% F(x) = —30(x — 14
=0 . fr=0 Sr=0 , fr=0

T CN O

Hay un maximo en x = 1.

d) f1(x) = 10(x— D% S = 40(x — 1)3
f=0 . =0 Jr<0 . f">0
1 1
. N P/

Hay un punto de inflexion en x = 1.

Ejercicio 6:

Estudia los intervalos de crecimiento v los maximos v minimos de la fun-
cion dada por: y= | a2+ 2Zx— 3|

2 _ o 2x4+12  2x4 _—x=1
x“+2x—3=0 — x= 5 — = “\‘“ﬁx_x_:f_?)
af + 2 — 3 siox< -3
S =] x?—2x+3 si 3=x=1

Al + 2x— 3 si x> 1

2x + 2 si o< -3
JHx)y= 4 2x—2 51 3<x<1
200 + 2 si x>1
Fn x = -3 no es derivable, pues f(-37) = —4 # /(-3 = 4.
En x =1 no es derivable, pues f'(17) = —4 = ["(1%) = 4.

® Veamos dénde se anula la derivada:
2x+2=0 — x=-1
Pero flx)=2x+ 2 para x<-3 y x> 1.
2x—-2=0 — x=-1 y fllx)=-2x-2 para 3<x<1

Por tanto f'(x) se anula en x = —1.

# Signo de la derivada: <0 =0 f1<0 F1=0
\ - / -1 \ ! /
e La funcion: es creciente en (=3, —1) U (1, +==)
es decreciente en (—e=, =3) |J (-1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (—3, 0) y otro en (1, 0).

10
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Ejercicio 7:

Estudia la existencia de maximos v minimos relativos v absolutos de la fun-
cion y = |x2—4

-

.x2—4 siox< -2
S =1 x?+4 si 2<x<2

24 si x>2

2x  si x< =2
fix)=19-2x si 2<x<2

2x s x> 2

En x=-2 no es derivable, pues f'(—27) = —4 # f'(-2") = 4.

En x =2 no es derivable, pues f(27) = —4 = ["(2%) = 4.

e La derivada se anula en x = 0.

* Signo de la derivada: [<0 150 <0 >0
1 1

~. " _— " >~

* La funcion tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( lim f(x) = lim f(x) = +ee),
X — +oo X -3 —c=

* Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que f(x) =0 para todo x.

Ejercicio 8:
Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y = f— tenga un Unico ex-
tremo relativo. xTte
¢Se trata de un maximo o de un minimo?

ff(‘x) — ex(-xz + C) —e¥ . 2x _ exC.'X'Z +c— ZX)

' (x2 + ¢)? (x? + 0)?

: 2+ V4 —4c
flx) =0 — xP-2x+c=0 — xX= <

o
Il
—_

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 —
En este caso seria:

X X 2
e . i) = eMlx+ 1)

y=
’ x*+1 (x? +1)?

fllx)=0 — x=1
fx)>0 si x#21 — f(x) escreciente si x# 1.

Hay un punto de inflexiéon en x = 1.

11
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Ejercicio 9:

Estudia el crecimiento de la funcion:

J(x) = e¥(cos x + sen x)
vy determina los miximos y minimos de la funcién para x [0, 2x].
Consideramos la funcion: f(x) = e*(cos x + sen x) para x € [0, 2nl.
Calculamos la derivada:

f(x) = e*(cos x + sen x) + e*(—sen x + cos x) = e¥(2 cos x) = 2e” cos x

T
.‘x' -
2
Sy = — cosx= para x € [0, 2m],
() =0 0< ( [0, 2n)
x= T
2
Signo de la derivada:
[0 f'<0 f=0

La funcion: es creciente en

tiene un MAaximo en

E‘ o2

2

) .. 3T )
tiene un minimo en (7 —e32

Ejercicio 10:

Dada la funcién y = ax* + 3bx3 — 352 — ax, calcula los valores de a y b sa-
biendo que la funcién tiene dos puntos de inflexion, uno en x =1 v otro en
x=1/2.

f1(x) = 4ax® + 9bx? —6x—a

f"(x) = 12ax* + 18bx — 6

S =0 — 12a+18b-6=10 2a+3b-1=0
f"1/2)=0 =  3a+9b-6=0 a+3b—-2=0

Restando las igualdades: a+1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 22 ecuacién: 3b—-3=0 — b=1

12
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Ejercicio 11:

Sea f(x) = ax? + bx?* + ex + d un polinomio que cumple f(1) =0, f'(0) =2
y tiene dos extremos relativos para x=1 y x = 2.

a)Halla a,b,c v d.
b) ;Son miximos o minimos los extremos relativos?
a) f(x)=ax3+ bx’+cx+d

fi(x) = 3ax? + 2bx + ¢

FD=0 = a+b+c+d=0| a+b+d=--2 a=%
f=2 - c=2| c=2 b=
F(1)=0 =  3a+2b+c=0| 3a+2b=-2 | c=2
F(2)=0 — 12a+4b+c=0| Ga+2b=-1 d=_(_5
9]
2 Wy = 1 3 3 2 5 I — el L e '
Asi: flx) = gr - ?x + 2x — A Silx)=x"-3x+2=(x-1) - (x—-2)
B

b) Signo de la derivada:

Hay un maximo para x =1 y un minimo para x = 2.

Ejercicio 12:

Lacurva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b v c.

y=xd+ax’+bx+c
f(x) =3x% + 2ax + b
["(x) = 6x + 2a

f-1)=0 - -1+a-b+c=0 a—-b+c=1 a=-06
f(=1 — 8+4a+2b+c=1| 4a+2b+c=-7 b=%
[ =0 — 12+24=0| a=-6 c=%

13
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Ejercicio 13:

De la funcion f(x) = ax? + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + y = 0.

a)Halla o v b.
b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

a) flx) = ax3 + b, Sl = 3ax? + b

=1 = a+b=1 a=-2 B X
f1)y=-3 — 3at+b=-3 b=3 JSx) = 2x7 + 3x

b) f'(x) = —6x* + 3

\
-x = — —
2
=0 = —32x2-1)=0 < .
A2
*T 2
Signo de la derivada:
<0 LS00 <0

' =

| | —
.. . N2 N2
La funcion: es decreciente en |—e=, ——— |l [—=, +==
2 2
. |'_ |'_ .
. N V2
es creciente en |——, —
. 2 2,
—
. .. V2 —
tiene un minimo en —> |2

tiene un MAxXimo en (T \"2)

Ejercicio 14:

La funcion f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f(1)=0 yque f
no tiene extremo relativoen x = 1. Calcula a, b v c.

& Sies f'(1) =0 yno bay exiremo relativo, tiene gque baber una inflexion en x = 1.
fxX)=x>+ax*+bx+c
S1x) = 3x2 + 2ax + b

[(x) = 6x + 2a

fy=1 — 1+a+b+c=1 a
(=0 — 3+2a+b=0 b=3 flx) = x% - 3x% + 3x
ff1=0 — 6+2a=0 c=0

14



Ejercicio 15:

Sea f(x)=x3+ax?+bx+5. Halla @ y b para que la curva y =

S(x) tenga
en x =1 un punto de inflexién con tangente horizontal.

SSien x =1
S = f"(1) = 0.

fx)=x3+ax?+bx+5

tiene un punto de inflexion con tangente horizontal, ha de ser

fi(x)=3x%2+2ax+ b
["(x) = 6x + 2a

=0 - 3+2c;+b=f)} a=-3

S S . z
fM=0 = 6+2a=0 b=3 }ﬂx'} SERE

Ejercicio 16:

Lacurva y=x3 + ax? + Bx + 7y cortaal eje OX en x =1 y tiene un punto de
inflexion en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente
paralela al eje OX.

S =xd+ax?+PBx+y f(x)=3x2+20x+ B; (%) = 6x + 20,

=0 —= 1+a+pf+y=0 o =-9
fB3)=2 — 27+9a+3B+y=2, PB=24
S"3)=0 — 18+20=0 y=-16

Ast: f(x) = x3 - 9x% + 24x— 16; [f'(x) = 3x? - 18x + 24

e Puntos con tangente horizontal:

Fay=0 > x= 18£V324-288 18+V36 _ 1826 _— %=

6 6 6 T«

Il
[ SRS

e Los puntos son (4, 0) y (2, 4).

Ejercicio 17:

Halla el dominio de definiciéon, maximos, minimos e intervalos de creci-
miento y decrecimiento de las siguientes funciones:

F——
aAy=x?nx b) y = VaZ + 2x
a)y= x2 In x. Dominio = (0, +o2)

fix) =2xnx+x*- 1. 2xInx+x=x2Inx+1)
x

15
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flx)=0 = a@hx+1)=0

x =0 (no vale, pues no estd en el dominio)

/\

22 L

2lnx+1=0 — lnx=—l — x=e :
2 Ve

Signo de la derivada:

La funcién: es decreciente en (0, e=/%)

es creciente en (™12, +es)

. .. 12 -1
tiene un minimo en (e 1z 2—]
e

b)y = Vx?+ 2x . Dominio = R

2x+ 2

———(la funcién no es derivable en x =0 nien x=-2).
3V (a2 + 2x)?

1@ =
f)=0 = 2x+2=0 — x=-1

Signo de la derivada:

S1<0 <0 720 f1>0
\ -2 \ -1 / 0 /'

La funcion: es decreciente en (—e=, —1)

es creciente en (-1, +e<)

tiene un minimo en (-1, 1)

Ejercicio 18:
Entre todos los tridngulos isdsceles de perimetro 30 cm, ;cudl es el de drea
maxima?

Perimetro = 2x + y=30 — y=30-2x

2

Altura =h = '\/xz — %
_1.

_ (Bc = 2x)*

S I
b B0-20 ‘\/x .

Area = = = =
2 2

= GB0-2x) '2“'30"‘ — 225 _ (15— x)V30x — 225 = V(15 — 002(30x — 225) =

V30x7 — 112522 + 13500x — 50625

16
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Tenemos que maximizar la funcién area:

f(x) = V303 — 1125x2 + 13500x — 50625

90x2 — 2250x + 13500
24303 — 112522 + 13500x — 50625

S =

F1) =0 —  90x2 —2250x + 13500 = 0
90(x2 — 25x + 150) = 0

C25+V625-600 _ 25+V25 25+5 _—x=15 (novale)
- <

+
2 2 2 =10

(2 =15 no vale, pues quedaria y =0, al ser perimetro = 30)

(f'(x) > 0 a la izquierda de x=10 y f'(x) <0 a la derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de drea mdxima es el equildtero de lado 10 cm, cuya drea es

25V3 = 43,3 cm?.

Ejercicio 19:

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. ;Cuil debe ser el radio de la base?

h?+R?2 =100 — R?=100-h?

Volumen = % R?h = %n(’l(}() —hdHh = %n(’]OOh —h¥

10em  Tenemos que maximizar la funcién volumen:

f(h) = %x(lOOh -hd»

— S'th) = %E(IOO - 3h?)
ffh)=0 — 100-3h’=0 — h= g
(consideramos la raiz positiva, pues h = 0).
100 : 100

(f’(h') >0 a la izquierda de h = T y f'(th) <0 ala derecha de h= 3

10(
Luego, en —— hay un maximo|.

Por tanto, el radio de la base sera:

R2=100—-h2=100— 100 - 200 p_,[200
3 3 3
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Ejercicio 20:
Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea

8 dm3. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior
sea minima.

Volumen = x*y =8 dm?> — y= ﬁ?
x“ ‘ Y
. 2_ 32 E
Superficie = 4xy + 2x* = 4B+ 2 + 22 S I
__x.E x L
e X
Tenemos que hallar el minimo de la funcién superficie: ~

_3 43
2 e 2T

S ==2=+2x% = fl(x)= B
X x? x2

Jx)=0 — 32 +4x3=0 > x3=8 =5 x=2 — y=2

(En x =2 hay un minimo, pues f(x) <0 para x<2 y fi(x)>0 para x> 2).

Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.

Ejercicio 21:

En un triangulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se
inscribe un rectingulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del
triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A, del rectingulo en funcion de la longitud de su base,
x, vy di cual es el dominio de la funcion.

b) Halla el valor miaximo de esa funcion.

s P
a) A Los triangulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB=10cm /! — —
: AB _ BC
i DE EC
i D Como AB =10 cm DE=y
Ly _ . 12-x
i ‘ BC = 6cm EC = 122 X
B Fii &
- tenemos que:
-« 17 ¢ >
e 0__6 o 10_ 12
y 12 —x y 12 —x
2
. : . 1012 —x) _ 5(12-x) _ 60-5x
100(12—-x) =12y — y= = =
(12— = 12 u 12 6 6
Por tanto, el drea del rectingulo es:
60 — S a_ Syl - _ 542
A= p=x- (60 —5x) _ 60x—5x* A(x) = 60x = 5x
) 6 6 6

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)

18
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b) Hallamos el maximo de A(x):

_ 60— 10x
6

Ax)=0 — 60-10x=0 — x=6 — yp=5

A'(x)

(En x =6 hay un maximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 06).

El maximo de la funcion A(x) se alcanza en x = 6, que corresponde al rectan-
gulo de base 6 cm y altura 5 cm. En este caso, el drea es de 30 cm? (que es el
area maxima).

Ejercicio 22:

De todos los rectangulos de drea 100 dm?, halla las dimensiones del que
tenga la diagonal minima.

Area = x - =100 dm? — y= 100
o X
d’ ¥ La diagonal mide:
r" 2
d= T = ,\/xz . (m) _ ‘\/.x2 , 10000
X - 4 A2
Tenemos que minimizar la funcion:
10000
d(x) = ‘\/x2 + 5
x
2 20000
X — ) ,
A1) = x> 2at-20000 _ _ x*—10000
safyz 5 10000 5 3 Nxt+10000  A*Nat+10000
x2 X

d(x)=0 — x1-10000=0 = x=V10000 =10 = x=10 = p=10

(En x =10 hay un minimo, pues d'(x) <0 a la izquierda de x=10 y d'(x) >0
a la derecha de x = 10).
Por tanto, la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.

Ejercicio 23:

Un triangulo isosceles tiene el lado desigual de 12 m y
la altura relativa a ese lado de 5 m.

Encuentra un punto sobre la altura tal que la suma de
distancias a los tres vértices sea minima.

altura =5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:
=2
S _d] + a’z
Pero: d, = Vx? + 36y d,=5-x

Por tanto:

S(xX)=2Vx2+ 36 +5—x
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Tenemos que minimizar la funcién S(x):

. . [ 2
S0 = 2 - IZx 1= 2x —Va* + 36
29 + 36 Va? + 36

Sx)y=0 — Zx—\llx2+36=(] — ’)_x-=\.'x2+36

dxZ=a2+36 — 3x2=36 — x2=12 — x=+vI12=2V3

(consideramos solo la raiz positiva, pues x = ().

(En x = 2V3 hay un minimo, pues S'(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'(x) > 0 a su derecha).

Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2V3m de la base, situado sobre la al-
tura.

Ejercicio 24:
En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
area lateral es 50 cm?.

¢Cuil debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea el mayor posi-
ble?

TN Area lateral cilindro = 2nrh =50 ¢cm? — h = 50
N |~ 2T
El volumen del cilindro es:
b
Venrh=nr” 20 =25, - V() =25

mr

Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos
que ¢l dominio de V(#) es el intervalo (0, 5].

)

10 cm Tenemos que maximizar V() = 25r, con r < (0, 5.

Como V() es una funcion creciente, su maximo se alcanza en r = 5.

Ejercicio 25:

Dada la funcién f:[1, ¢] — R definida por f(x) = 1, In x, determina cui-
X

les de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar
el maximo de:
1

fx) = _; + gl xell, el
x .
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Calculamos la derivada de f"(x); es decir, f"(x):

f‘u(x):o — 2—-x=0 — x=2 !':[1,{?]

(En x =2 hay un maximo relativo de f"(x), pues f"(x) >0 a la izquierda de ese
valory f"(x) <0 a su derecha).

Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:

F@=5=025 D=0 flo=2=L=023

Por tanto, la recta tangente con pendiente maxima es la recta tangente en x = 2
La hallamos:

f@=Lvmz p@-

2 +

La recta es: p = % +In2+ %(x— 2)

Ejercicio 26:

Se desea construir un deposito de laton con forma de cilindro de area total

54 cm?. Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el vo-
lumen sea maximo.

—

Area total = 2nrh + 21r? = 54 cm?
— |

h= 54—27[?-2

inr
b
S4 _ oyl
Volumen = nr*h = nr? - -’4;% = r(27 —wrd) = 27r—
pmmmmmmr ¥
.- r -
\_________________/

3

Tenemos que maximizar la funcién V(r) = 27r —

V'(r) = 27 — 3nr?

2
Vin=0 — 27-3m2=0 — p2=22-9 _ -3
3n b V1
(En r = % hay un minimo, pues V'(») < 0 a la izquierda de este valor y
NTT
V(#) >0 a su derecha).
3 6 . . - ..
Para r = — — h —, dimensiones del cilindro de volumen maximo.
N VT

Ejercicio 27:
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Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y
capacidad 80 cm?. Para la tapa y la superficie lateral usamos un determinado
material, pero para la base debemos emplear un material un 50% mas caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.

Volumen = x>y =80 cm® — y= 80

A2

Para la tapa y el lateral — =z €/cm?

Para la base — 1,5z €/cm?

El precio total sera:

x P=z(x?+ docy) + 1,5z(x2) = z|x? + 4x - 8—2) + 1,5x22 =
X
X
= z(-xz + ﬂ) +1,5x%z = z(xz + 320, 1,5x2| =
X X
= z[2,5x% + —52”)
o x

Tenemos que minimizar la funcién que nos da el precio:

P(x) = 2(2.5.902 + ﬁ]
x

53 — 320 )

Pl(x) = z('ﬁx— 3220) = z( 5

X X
Px)=0 — 5x%-320=0 — x3=64 - x=4 — yp=5

(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).

El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm v 5 em de altura.

Ejercicio 28:
Con una lamina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin

tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

Si la altura de la caja no puede pasar de 2 din, ;cuil es la medida del lado del
cuadrado que debemos recortar?
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X

x x El volumen de la caja es:
X X
V) = x(10 - 207 x € (0, 5)
= x
o —
o &
L

< —10dm—>

Tenemos que maximizar esta funcion:

V() = x(10 — 2202 = x(100 + 4x? — 40x) = 4x3 — 40x* + 100x
V() = 12x% — 80x + 100 = 4(3x? — 20x + 25)

_20+400-300 _ 20£V100 _20£10 =5 (no vale)

Vix)=0 — x 6 3 6 H\‘"\x=5/5

(En x=5/3 hay un maximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este va-
lor y es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.

Si la altura no puede pasar de 2 dm; es decir, si x € (0, 2), obtenemos el mismo re-
sultado: x = 5/3.

Ejercicio 29:

Dado r> 0, prueba que entre todos los nimeros positivos x e y tales que
x%+y*=r lasuma x+y es miaxima cuando x =y.
Como x?+ 3% =r ynos dicen que y>0, entonces: y= \r— x*

Asi, la suma es: S=x+ypy=x+ Vr—x’

Tenemos que maximizar la funcién S(x) = x + Vr—x?:

2\/:’—;\:2 \/[r—x2 Vi — a2

S =0 = Vr—x? =x = r—al=x2 5 r=2x2 — x2=21L

— a2
S =1+ 2x 1— X z\fr XT—x

”
Como x>0 — x=14—

2

(En x = \’% hay un maximo, pues S{x) > 0 a la izquierda de ese valor y

S'(x) <0 a su derecha).

Hallamos y: y = Vr—-x? = '\ir—% = 1’%

P r
Por tanto, la suma es mdxima cuando x =y = >
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Ejercicio 30:

De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
Area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la
forma: 2

y=2+mlx—-1)

Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta:

—Conelege V - x=0 — yp=2-m — Punto (0, 2—m)

—Coneleje X = p=0 — x=1- i —  Punto (1 — i, (1)
m m

El area del triangulo es:

A(m) = l(l - 3](2 —m) = l(z —m-2 s z) = L(4 —m— '—)
2 m 2 2
Hallamos el minimo de la funcion:
2
A'(m) = l(_l + i) ——m 4
2 2

7
m 2m=

m =2 (no vale)
oy — 2 o
A'm)=0 — -m~+4=0=__ = o

(m= 2 no vale, pues no formara un tridngulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).

(En m = -2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 a la izquierda de ese valor v
A'(m) >0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:
y=2-2(x—-1) esdecin y=-2x+4
Ejercicio 31:
Dos postes de 12 v 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un ca-
ble que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de es-
tos. ;Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del

cable sea minima?

La longitud total del cable es:

a . 18 . T T -
zml " Lo = T+ 122 + V(B0 — 02 + 182; es dedir:
X ‘ o 30 —x . :
30 m L(x) = Vx?+ 144 + Vx? — 60x + 1224
L(x) = 2x N 2x — 60 x . x — 30 _

20a2 + 144 2V —60x + 1224 Va2 + 144 a? — 60x + 1224

e VorZ — GOx + 1224 + (x — 30) Va2 + 144
Va2 + 144) (% — 60x + 1224)
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L) =0 — aVxZ—60x+ 1224 + (x—30) Va2 + 144 =0

xVaZ — 60x + 1224 = —(x — 30) V2 + 144

x2(a?2 — 60x + 1224) = (x = 30)2 (2 + 144)

x4 — 60x3 + 122452 = (x2 — 60x + 900) (x2 + 144)

xt — 60x% + 1224x% = x* + 144x? — 60x? — 8640x + 900x? + 129600
180x2% + 8640x — 129600 = 0

X2+ 48x—720=0

_ —48+V2304 + 2880 _ —48+ V5184 _ —48+72 _— X =12

X 2 2 2 T x = —-60 (no vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (y a 18 m del
poste de 18 m).

Ejercicio 31:
Calcula el punto de la curva y = 1 - en el que la pendiente de la recta tan-
1+ x=

gente sea maxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) = 1 S en x es Sf(x). Tenemos que
1+x
hallar el maximo de f'(x).
: —2x
Jx) = —————
(1 +x%)?
i) = =20 +x2)? + 2201 +x?) - 2x _ 20 +xH +8x% _ 6x? -2
‘ (1 + %)t (1 +x2)3 (1 +x2)3

1) =0 — 6x2-2=0 — x=i’\/%

SrF00 o fr<0 o[>0

\—\E \\E _— Jm fo = fim fx)=0

En x = —‘\/% hay un méiximo (absoluto) de f'(x) yen x= ‘\/% hay un mini-

mo (absoluto) de  f'(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es mdxima es:

(‘_ﬁ z)
3 4
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Calcula, utilizando la regla de L'Hopital, los siguientes limites, que son del

. 0
tipo (3)

3 x .3
_ x? + 1 . In(e™ + x-
a) lim ———— b) lim In(e™ + x7)
x—-1x"—3x—4 x—0 X
. a~— b~ . arclg x —x
d) lim —— €) lim L8N X
x—0 X xr—0p X—Senx
. ' . In(1+ x
o) lim n(cos 3x) b g 2LEX)
x—0 xz x—=0 N x5
- X —sen x
j) lim (7)
x>0\ Xxsenx
] 2
p x'+ 1 P X
a) lim ———————= lim 5 =3 - —é
x—-1x2—3x—4 x—-12x-=3 -5 2
o In(e¥ + xd) . e+ 3x2
b) lim e+ x7) _ lim 73% =1
x—=0 X x—0 ¥+ x
N sen x . cosx
c) lim ———— = hm ——
r—0 1 —cosx x—() Sen x
Hallamos los limites laterales:
) Ccos X _ Ccos X
lim ——— =—eo; [im = +oo
X —s (- SeH X ¥ —s () Sen x

. sen x
c) lim —————
xrx—0l—cosx

. S
eX — eSen x

) lim

x—=0 1—cos x

_ 2 (e
D lim 1- cos- (2x)
x—0 SxZ
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; a’ — b ) a*lma—-b¥Inb bl
d) lim —— = lim =mha—-Inb=In—
x—=0 X x—=0 1
1 1 —2x ot — 2
N e drclgx—x . 1+ a? ; 1 + x2)2 (1423
e) Ilim Ars X T X lim —————= [lim QA +xy _ lim ———=
r—0 X—Senx xr—0 1—cosx r—0 Senx r—( COSX
0 lim et —g*nr lim ¥ — """ . cosx
Cox—=0 1l —cosx =30 sen x
B ox _ penx (?052 x4 o5RX oy g
= lim =
x —1) COS X
—3 sen 3x
N - In(cos 3x , cos 3x . “3tg 3x
a) lim % = lim lim % =
x—=0 x2 x—=0 2x x—=0 2x
o g 20 1g*3x) _ 9
x—=0 2 2
1
. . 47
. n(l + x) ) 1+x B 4 Vx
h) lim ———= lim ———= lim ———— =
x—0 D x—=0 x—0 31 +x)
—
4N x
. , 1 — cos? (2x - 2cos(2x) sen (2x) - 2 _ 2 sendx
i) lim 4 = lim (2x) (2x) = lim =
x—0 3x x—0 6x x =0 Ox
. sen 4x _ 4 cos 4x 4
= lim ———= [lim ——— = —
x—0 3x x—=0 3 3
D lim x—senx | _ o 1—cosx - lim sen x
r—0l XSsenx x— () SeNn X ¥ X COSX Y —5() COS X+ COS X —X Sen x
Ejercicio 33:

Calcula los siguientes limites:
a) lim

cos x In (tg x)
x — (/2 )

<)

lim

(tg x')cos X
X —= /2

e) Iim (1+ x)V~
X — +oo

g) lim (1 —sen 2x)°°83x
x—=0

Matemadticas Il 22 Bachillerato

b) lim (cos x + sen x)/*
x—0

d) lim (e* + xHVx

x—=0
+ 2
f) lim .xh:(l v)
X = +oo X

1\&x
h) lim (—)
x—=0\X
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In(igx) _ ( +oo ) _

a) lim cosxIn(igx)=(0" +e=) = lim
x = (m/2r x = (/2 1 Foo
oS X
1+ tg? x
; igx p 1 +1g%x . cos x(1 + tg? x
= lim _8x lim += Iim (2 8" x) _
x—(m/2r  senx x—m2)- Ig°x x — (/2 ig- x
cos® x cos X
= lim Cos.x( +1)=O-1=0
x — (/2 tg* x
b) lim (cos x + sen x)V*. Tomamos logaritmos:
x —=0
) : - , + . - + cos x
lim In (cos x + sen x)V* = iy A(cOsSX¥senx) _ 4. —Senxtcosx _
x—=0 x—=0 X x—( COsxtsenx
Por tanto:  lim (cos x + sen x)V/* = ¢
x—0
c)  Ilim (tgx)*™¥* Tomamos logaritmos:
xX—=mn2
~ B *) *)
lim In(gx)™Y= |im cosx-In(lgx)=10 (ver apartado a))
X = w2 X =2
Por tanto:  lim (fgx)™®*=¢"=1
e
d) lim (e* + x3)HV* Tomamos logaritmos:
x —=0
_ : . In(e¥ + 3 . e+ 3x2
lim In(e* +x)HV* = lim I+ x) lim 73 =1
x =0 x—=0 x x—=0 e¥+ad
Por tanto:  lim (e + x)¥ = ¢
x =0
e) lim (1+ )Y Tomamos logaritmos:
X — too
- _ n(l+x ) 1
lim (1 +)% = lim InQ+x) _ lim =0
X = +oo X = Hee x—s+ea L FX

Por tanto:  Jim (1 + x)l-"rx =el =1
X = too

X
) lim x:’n(1+x]= lim xfn(1+l)= lim In(l+l) =
X x

X — oo X — +oo
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@) lim (1 —sen 2x)°°83 = [ijm (1 — sen 2x)"'8 3%, Tomamos logaritmos:

x—0 x—0
-2 cos 2x
. Y . In (1 —sen 2x) ) 1—sen2x 2
lim In (1 —sen2x)V83 = [ 227202 = Iim : = —
x—=0 x—=0 1g 3x x—0 (1 + -‘;E;"2 3x) 3 3

Por tanto:  [im (1 — sen 2x)°08 3% = o=2/3
x—0

) 1 \ex .
h) lim (— . Tomamos logaritmos:
x—0\X

g x —
lim In (i] = lim tgxin (%) = lim ltgx (Cnx)) = lim SRX MY

x—0 X x—=0 x—=0 x—=0 COs X
-1
P —In x P X P sen? x _ 2 sen x cosx
= lim ——= lim ———= lim ———= Ilim SONXCREX —
x—0 CoOsx x—=0 -1 x =0 X x—0 1
sen x Senz X
tg x
Por tanto:  [im (—) =el=1
x—=0\X
Ejercicio 34:
Halla los siguientes limites:
_ 2
. 1-cosx . igx—8 . l—-cosx+x
a) lim ————— b) lim ———— c) lim 3
x—=0 e¥—1 x—n/2 Sec x + 10 x—=0 2x
: p 1—cosx - sen x
a) im ——————= lim ——— =0
x—=0 e¥—-1 x—=0 e¥
1
) tgx—8 ) cos? x ) 1
by lim — ——= lim ——= lim ——=1
x - /2 sec x + 10 x—mn/2 Senx x—mn/2 sen x
cos® x
. 1 — cos x + x?2 . sen x+ 2x . cosx+ 2 3
c) lim — =lim ——= lim ——— =
x—0 2x x—=0 4x x—0 4 4

Ejercicio 35:

Calcula los siguientes limites:

1' 1 gx
a) lin -— b) lin - -
) xing senx X ) )_\- _?gg cos2x 1-(4x/m),
c) lim .e _1 )
x—>1le¥—e x—1,
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) 1 1. ,. x—-senx _ . 1—cosx _
a) lim - == lim = lim =
r—so\senx X X0 XSsenx x () Sen X + X cosX
= lim sen x _0 _ 0
x—0 COSX+cosx—xsenx 2
N 1 Ig x B} 1 — (4x/m) — tg x - cos 2x
b) lim — : —| = lim : — =
P Vs 2r T - Gam | it (eos 20 (1 — (da/m)
—4/T — cos 2x 2 tgx - sen 2x _
- lim cos? x _2-4/n
x— 4 —2 sen 2x(1 — (4x/m)) + cos 2x - (—4/7) 0

Hallamos los limites laterales:

Matemadticas Il 22 Bachillerato

- . . . . ) 1 rq x
lim  f(x) = —e=, lim [(x) = +e= [siendo f(x)= — : |
x = 4_f x— rt.-"'4+f , s cos 2x 1 — (4x/m)
c) lim e __1 = g, CX—e—ette | lim erx—er
Cxolle¥—e  x-1 x—=1 (e¥—e)lx-1) x—=1(e*—e)x—1)
= lim e—e” = lim —e” e _ -1
xole¥x—1D+(e¥—e) x—1e -1 +e¥+e* 2e 2

Ejercicio 36:

La grafica adjunta corresponde a la funcion
derivada, [, de una funcion f. "

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f

-

v di si tiene maximo o minimo.

b) Estudia la concavidad y convexidad de f.
;Tiene punto de inflexion?

a) Signo de la derivada:

<0 o[>0
; f1=2=0

\—2 /

Por tanto, la funciéon [ es decreciente en (—ee, —2)

es creciente en (=2, +oo)

tiene un minimo en x = —2.

b | =

- ) 1 :
b) Como [f'(x) es una recta con pendiente > entonces f(x) =

Por tanto, f es una funcion céncava. No tiene puntos de inflexion.
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Matemadticas Il 22 Bachillerato
Ejercicio 37:

Un polinomio de 3<¢ grado ax? + bx? + cx + d tiene un maximo relativo en

el punto x = p. Ese miximo relativo, ;puede ser miximo absoluto de la fun-
cion? Razonalo.

Un polinomio de tercer grado no tiene maximo absoluto.
Veamos por qué:
e Si f(x)=ax®+bx*+cx+d, con a>0, entonces:

lim f(x)=+e= — f(x) notiene maximo absoluto.
X —» too

e Si fla) = ax3 + bx*+ecx+d, con a<0, entonces:

Im f(x)=+= — f(x) no tiene miximo absoluto.
X ——=s
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