Matemadticas Il 22 Bachillerato

EJERCICIOS RESUELTOS UNIDAD 2: DERIVADAS

Ejercicio 1:

2
1.Hallala derivada de la funcidn fix) = w1 en el punto x =3, aplicando la definiciin dederivada.
w o+

2 201
1% fla = f(3=—"_="=_
(@) ) a+1 4 2
2 2
29 flat+h) = f(3+h)= =
d+h+1 4+h
2 T 4-1(4+h) -h
3% fla+h)-f =f{3+h)-f(3)= -—= =
a+h)-fa) B = R T3 THaen  Taen
-h
. . fla+h)-f{a) . . 2(4+h) ) -h ) -1 -1
u] _ = — = = —
4% Ma)= i —— =rE)=lim = N Taer T b T@en T @
2.Calcula laderivada de las siguientes funciones :
= 2 2 2 - o 2
a) fix)=senx fix)=senx® —f=x" —=1=2 = (x)= dxcosx® (seno)
b}f{x}=sen2x fl) = [senx)z —sf=senx = f=cos =f{x)=Zsenx cosx (potencial)

S f(x)= Bx2-2° )= (3P -2 =3k -2 = Bx =f(x)=30x (3x - 27

Q=23 f(=-FT-3 —f=x2a SFx oK) -

2
33 [xz - 3]
&) fix) = e7%+2 flx) = ¥ L= 3ud2  —f=3 =fx)=3 . go+
filog; (4x+1) log.(d4x+ 1) —f=dx+1 —f=4 = f'(x] . N
I 3 A%+ 1)In3
DR =V32 3% f)=i2-8x sfaloBx F=2xd =)= - ot
2% - 3x

2
h) fix) = sen” @x> +2x) f(x] = [sen(2><3 + Ex]}
f
1. potencial —s f{x) = 2. [sen(b@ + zx)]-f' ...... F) =2 [senizﬁ 4 zx)]- cos (2% + zxj-[ax2 +2)

2 seno —f'(x) =cos (2x3 + 2 f'{x) =cos (2x3 + ) [E}c{2 + 2) esto es f'de 1.

d.suma —f(x) = B’ +2 estoesfde 2 Completamos.
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Matemadticas Il 22 Bachillerato

3.Halla las funciones derivadas delas siguientes funciones :

1 ) O-(Txtl) 1.7 ? 7
a) fix)= = fix)= 5 =fx)=- 5
7x+1 (71 (Toc+1)
2 1
2 2 - 2
PIfix)=x7 = fpd=2x7 =Pz Zx 7 = f)=—e
Mf{x)=x () 3 X (] 3% (x) 7
1 7 7. 4 734

) f(x)=x" - x3 f(x)=x7 :»f’(><1l=;

d}f{x}=(x-m)2:~f'(x]=2(x— 1—xz)[’l+%]:~f'(x)=2(x—m)[1+m]

2 2 24
o2% f (E-E}{)-X —(e -Qx) ’ Ex-ez}{-(x—*l) ) g, Ez".[}{_ﬂ
e}ﬂx}=—2:>f(><]|= 3 =1 {x)= 7 =1 = 3
X X X X
Afix)=xcos2x =1{1(x)=1cosZx+ x(—sen?x)? =f'(x) =cos 2x - Zxsenix
g)fix)=Incosx =171 ZISEnX =f(x)=-10x
COS X
-2
2
- T+
) fx) =, :>1.f(><;|='i ) = F{x) = - 1
1+ x 1-x 2 1-x
2,|— (14)7 J—
1+ 1+x
- =M+ =11-)-1 =1=x- -
Derivamos: . ( ) (2 ) = I-x 12+X= 22 lo colocamos enfde 1.
T+x (1+) (1+x) (1+x)
2
i}f{x}=e"2-tgx =fx)=2x " tgx+ e . 12 =
COS™ X

2 2
f(x)=e" [2><-tg:><+ 12 ] = fx)=g" (Ex-tgx+1+tg2x)
cos® x



Ejercicio 2: Deriva las siguientes funciones:

il.

13.

15.

17.

18.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39,

41.

43.

45.

47.

49,

£(x) = (1+3x*)°

1
f(x) —‘(x’—l)
f(x) = /1 -x7

1
T x3-2
f(x) = (5-3cosx)"

1
fx) = Fregx

1 1
fix) = 3cosix C€OS X
f(x) = (1+sen5x)"
f(x) = V2% + x
f(x) = Arccos/X
o - P
f(x) = Arc tg (e*)
f(x) = Ln(senx)

1 + sen?x
fix) = 1 + cos?®x
f{x) = e T+ 1
3
o) - [sateoer]
£(x) = sec (x?) + cosec (x?)
f#(x) = (1 +e%%"%)’
X

f(x) = Ln m
f(x) = Arc tg (x*-1)

fix)

f(x)

f(x)

f(x)

£{x)

f(x)

Arc sen {1-x) +V¥V2x - x?

Ln(cosfi—l-}

1+/senx
1-/senx

(x3)*

Ln

n
. xSenx

. (Cosx)senx

14,

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

40.
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F(x) = (1 +x +x2)°

1 2 3
f(x):x-l"(x-l)z* TEEIL
f(x) = YZ+5x2

fx) = (5x3+1)3.{x2+x+1)"

f(x) = senx +sen’x + sen’x
f(x) = sen’x - cos’x

f{x) = sen(x?)

£(x) = Vxe© + x

f(x) = tn{Tnx)

f(x) = Arcsen (;},—)

f(x) = Arc tg (2)

f(x) = Arcsen (5—;-';3)

f(x) = sen’x . cos’x

3
f(x) = x2. e*

2 S
V= x+x+1]
fix) [x’-G

2
. -1/ X%
f(x) = x.e /

. 1 - cos(x?)
f{x}) )

1 + cos (x

f(x)= Ln(‘»‘blreit -1) -Ln (Y1+e” +1)
Fx) = Lny/T5cosx

2
f(x) = Arctg (%—;—:—;)

42. flx) = Arccos x

Y1-x2
44, f(x) = Yx'+1 -Ln 1_’1’;’;‘1

46. fix)

tnitn{tn{lnx)}))
2
a8,  f(x) = x\*7)

50. f(x) = x°905%

|-

52. f(x) (1+x)



Soluciones:

wm B W N e
. « & = =

[+ 4]

10.
I1.

12.
i3.

14,
18,

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

24.

2s.

60x*(1+3x"*)
3(2x+1)(1+x+x?)?
-8x(x*-1)"*°
-(x-1)"%-4(x-1)"?-9(x-1)""

-X
-X

T

-Zx’(x’-Z)"h
45x2(5x3+1)% (x2+x+1 )" +
+ 4(2x+1)(5x?+1 ) (@ +x+1)?
12senx (5-3cos x)?
cosx (1+2senx + 3sen’x)

-1
(I+x%)( Arctg x
3senx cosx{senx +cos x)

1 1
Senx |costx cossz

2x cos (x?)
20cos5x{ 1 +sen5x)?
X+ xaX 5 1
27xel+1

al mémmo

26.

27.
28.

29.

30

.

31.

32.
3.

34.

35.
36.

37.
38.
38.

40,

41,

42.

43.

4,

45,

46.

45,
48.
49.
50.
51,

52.
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3sen?x cos?x (cos?x - sen?v)

6 senx cos x
+COS<x
3
xeX (2+3x?)
xe”* *1
x7+1

5. ( x:o:u»l ).

-x"-2x%-3x%-12x-6
. xoz
) A Senx +cosx )
1-258n XCOSX ' SenX~-CO0S X

172
e (144

2x( tg(x®)sec(x®)-cot(®)cosac() )

4x sen x°
1+ cos(x

3 esenx

2
cosx (1+e%%"%)

-2X
] + x4

- X

2% - X2

X Arc cos x -/ = x2
1-x - X

1 x-1

sty ==)

x241+/x7T+] _/T+xt

X + /X X

oS X

/senx II > senxi

1
(La{ln(Lax N{Ln{laxJ{Lrx) X

2x2 (Lnx+1)
3 ‘1( 2Llnx+1)
x> % (cosx Lnx + —se;"‘ )

COSX( senanx‘COSx)

(cm;x)‘.‘m’t {cosx Ln(oosx) - sen X )

(px)" ("-_"Ll.t’.‘l m)
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Ejercicio 3:
a) Comprueba que la siguiente funcion es continua y derivable y halla f'(0),
S'(3) v f(1):
3x—1 si x<1
o= {3571 8
x+x six=zl1
b) ;Cual es su funcion derivada?
¢) ;En qué punto se cumple f'(x) = 5?
3x—1 s x<1

G0 = { :

xc+x s x=21

a)Si x#1, lafuncion es continua y derivable, pues esta formada por dos polino-
mios.

Continuidad en x = 1:

lim f(x)= lim 3x—-1)=2

x—=1 x—1

lim f(x)= lim (x*+x)=2 ¢ f(x) es continua en x = 1.
xr—=1" x—1

S =2

Derivabilidad en x = 1:

lim f'(x)= lm 3=3=/(17)

v r =1 Las derivadas laterales existen
lim ff(x)= lim 2x+1)=3=/(1%) y coinciden.
x—=1" x—1

Luego, f(x) es derivable en x= 1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi f(x) es continua y derivable en todo IR.

S0 =3

f3=2-3+1=7

3 x=1

2x+1 x=1

b) f(x) = {

c) Si f'(x) =5, entonces x = 1. Es decir:

4
2

flx)=2x+1=5 — x= =2>1

S(2) =5
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Ejercicio 4:

Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

| Im(x—1) si x<2
ﬂ”'{m-ﬁ six>2

e Si x# 2, la funcion es continua y derivable.

* Continuidad en x = 2:

lim f(x)= lim m(x-1)=h1=0
x—2" x—=2

lim f(x)= Jlim Bx—0)=0 * [ escontinua en x = 2.
x—27 x—2
f2)=0

e Derivabilidad en x = 2:

lim [ = lim ——=1= 12 | |

x—>2 x—2x—1 Las derivadas laterales existen pero no
. s ciden.

lim f’(x) = Jim 3=3 z.},ﬂ(2+) Ccomciden

x—27 x—2

f(x) no es derivable en x = 2.



Matemadticas Il 22 Bachillerato
Ejercicio 5:

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

1-x
y=] b r=] o . 2
@J "\/1+x ) y=In(xtg x)
C) '=In(i*?\"'.x3—1) d) '=Irr</;
1 —x 1 . _
a) y=1’n\/ = —[ln(1l-x)=In(1+x)]
‘ 1+x 2
yfzi -1 1 _ 1l l-x-1+x|_ -1 _ 1
‘ 2 1-x 1+x 2 1 — x? 1-x? x%-1
b)y =In (x tg x)* = 2lln x + In (tg 2]
12 )
y'=2l+m]=2 1,1 +£g.x]=£+2cofgx+2fgx
. X 1o x X g x X
R 1 37 . A~y 1y 2
c)y=In|—  Vx l|=2mnx+—h(x—1)
' x? 3
y’=£+l- 2x 2, 2x _ —6xt+6+2x? _ —4x?+6
‘ x 3 (x*-1) X 3x2-3 3x3 — 3x 3x3 — 3x
R 1 2
dy=I —(_1 s = g lnl1l—-In(1+x)*]= ? In(1+ x)
= -2 1 _ 2
) 3 (Q1+x) 3+3x
Ejercicio 6:

Utilizando la definicion de derivada, calcula: f'(-2), siendo f(x) = 1

x
11 2-2+h
— Vo i i —_/
S (=2) = lim S22+ b)) —fC2) lim 2+h 2 _ lim —2 =P 2h_ _
h—0 b h—0 b h—0 h
h 1 -1

7



Matemadticas Il 22 Bachillerato
Ejercicio 7:

Halla la funcion derivada de f(x) = x: i aplicando la definicion de derivada.
X

x+b—1_.x—1
fra) = fim LD SO oy, x¥br 1 xt]
Y N b b0 b

x+Dx+bh-D-(x-—Dix+hb+1) _

lim

h—0 b(x+ b+ 1(x+1)

R IS I E Ry e
h—0 b(x+h+1D(x+1)

- i 2h - i 2 B 2

= bin{} hb(x+h+D(x+1) b-‘i}”{} (x+h+Dix+1) (x + 1)2

Ejercicio 8:

Comprueba que la funcién y = |x—2| no es derivable en x = 2.

_x+2 si x<2 -1 s x<2
Tl x—2 si xz2 YTl 1 si x>2
La funcion es continua, pues: [im (=x+2)= [lim (x-2)=f(2)=0
x— 2 x— 2"
Las derivadas laterales son: f'(27) = -1 # f(2") = 1. Por tanto, no es derivable en

x = 2.
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Ejercicio 9:

Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:

X 16
- b V=
VYT e ST
C) y= w d) y= e“'(.r — ]_)

xt+x+1

X

e)y= xle f) y=senx + cos x

(x+3)2 - 2x+3)x _ (x+3)—2x _ 3-—x
(x + 3)* (x+ 3)° (x + 3)3

a)y'=
y=0 — 3-x=0 — x=3 — yp=

12

' 1
Se anula en el punto (3, E)

"Z el -
byy=_ 16 _ Z16Gx? - 8x)
T xd —dx? ’ (x3 — 4x%)?
x =0 (no vale)
p=0 = 3?-8x=0 — xGx-8=0<__ 5
; .8 ) - 27

3 16

x =0 no estd en el dominio.

La derivada se la en el (Eﬂ
4 derivada se anula €n punro 3 y 16 .

Cx—Dx?+x+D-—(x?—x+DCx+1) _
(x? +x+ 1)?

KO Y Y p XN A Y 1 22

(x2+x+1)2 (x2 +x+ 1)2

C) ‘1!1 =

1 — yp=

".J-J||—t

y'=0 — 2x’-2=0 — x%=1

/\

s
[

L}J|'—~
—_—

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1,

d)y'=e"(x-—D+e"=e"(x—-1+1) =xe”
}p! =) — x=10 - ‘_y =_1

Se anula en el punto (0, —1).
ey =2xe* +x%e¥=e¥ (2x+ x?)

=0 — y=0
= 2 _ ) = fx ’
=0 — 2x+x°=0 — -'/\(24'-"‘)_0“‘“‘««_,_,5:_2 —  y=4de?

Se anula en los puntos (0, 0) v (-2, 4672).
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f) y'=cosx - sen x

i
T

y'=0 — cosx=senx — ng=1\
‘ o

n 2\ (51
Z+2nfe, MZ),(_,]

Se anula en los puntos + 2 mk, —\s'2), con kel.

Ejercicio 10:
Dada la funcion f(x) = es"~, halla: f'(x), f"(x) y f"(x).

f'(x) = cos x e~
F'(x) = —sen x "X + cos® x %" = (cos® x — sen x) e*" X

F"(x) = (2cos x(—sen x) — cos x) &~ + (cos® x — sen x) cos x "> =
= (—2sen x cos X — cos X + cos® X — sen x cos x) "X =

= (cos? x — 3sen x cos x — cos x) e*n*

10
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Ejercicio 11:

xP—S5x+m si x=1

Comnsidera la funcion: f(x) = { 2 .
: —x° + nx Si x>1

a) Calcula m v n para que Jf sea derivable en todo IR.
b) ;En qué puntos es f'(x) = 0?
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.
e Si x#1, la funcion es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=1:

lim f(x)= lim (x2—5x+m)=—-4+m
x— 1 x—1

lim f(x) = Iim (—x?+ nx)=-1+n
x—1 x—1

J) =—4+m
Para que sea continua en x =1, ha de ser: 4+ m =-1 + n; es decir: m = n + 3.
Derivabilidad:

e Si x#=1, la funcion es derivable. Ademas:

e 2x—5 si o x <1
S0 {—2x+ o osiox>=>1

e En x=1:

f:ﬂ:_} —3 } Para que sea derivable en x =1, hade ser -3 =-2+ n, es
S A =-=2+n decir, 22 = —1.

Por tanto, la funcién sera derivable entodo R si m =2 y n=-1. En este
caso, la derivada seria:

2x—5 51 x<1
—2x—-1 s x=21

,f’(x)={
b) fflx) =2x-5 si x<1
NP 2D ero O
2x—=5=0 — x =2 pero 2‘:—-1

fllx)=-2xc—-1 si x21

—2x—-1=0 — x=—.l: pero —Ilczl
2 2

Por tanto, f'(x) no se anula en ningin punto.

11
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Ejercicio 12:

-

Determina el valor de k que hace que la funcion f(x) = <

. tenga un
unico punto de tangente horizontal.

x-+Ek

e (xt + k) — 2xe™ _ (x% = 2x + k) e*

(x) =
/ (2 + k)2 (22 + k)2
L@ =0 = x*-2x+k=0 — x=2 “;*_4’%’

Para que haya una sola ecuacion, ha de ser 4 — 4k = 0; es decir, k= 1.

Ejercicio 13:
. _je™r s x=0 s . . .
Dada la funcion f(x) = i { x>0 estudia si es continua v derivable
—x siox

entodo R.

Continuidad:

*En x#0 — Lafuncién es continua, pues esta formada por dos funciones con-
tinuas.

s En x=0:
lim flx)= lim e*=1

X — 0 x —0
. . 1 x) = b : {AN es o .
lim )= lim (1—x) =1 ;'Ei’?}’l”f () = f(0). Por tanto, la funcién es conti
x—0° x—=0 nua en x = 0.

FO) =1
La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

*Si x#0 — La funcidn es derivable. Ademas:
f’l:.};) _ = 51 x<0
’ -1 si x>0
« En x=0:
S0 =-1= /007
Por tanto, f(x) es derivable en x=0 v f(0) =—-1. La funcién es derivable en
todo IR. Su derivada seria:
X

f(x) = {—E’_' sio x<0

-1 si x=0

12
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Ejercicio 14:

Calcula a v b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:
F(x) = ax?+3x si xa<2
xtP—bx—4si x>2
Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

*«Si x#2 — La funciéon es continua, pues esta formada por dos polinomios.
eEn x=2:

lim f(x) = lim (ax®+3x)=4a +6
x—=2 x—=2

lim +f(x) = Jlim (x*—bx—4)=-2b

x—2 x—2

£(2) =4a +6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = -2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
bh=—-2a—3.

Derivabilidad:

e Si x#2 — lafuncion es derivable. Ademas:

Zax+ 3 si o x<?2

ﬁ(x)z{z.-x—b Siox>2

e En x=2:

-*F"Tz:) =da + 3 } Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
F@)=4-b | p- 44+1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

b=-2a-3 2a—-3=—4a+1 — 2a=4 — a=2
bh=—-4a +1 b=

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo R, hadeser a=2 y b=-7.

13
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Ejercicio 15:

J—x3 si x<0
2

Sea la funcion: f(x) = x| x .
X $i x>0

a) Halla f'(x).
b) Halla f"'(x).
c) Representa 'y f".

. - —2x s x=<10
a) flx) =
/ T[ 2x s o x =10

En x =0 existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademas, f"(07) = f"(0").

) 1) = {_2 si x<0

2 st x>0
En x =0 no existe la segunda derivada, pues f(07) # f/"(0").

c)
F100

-

rz L2

Ejercicio 16:

Estudia la derivabilidad de la funcion: f(x)=1- Va2 y calcula f'(1).
| 2
S(x) = e
f(x) es una funcion continua en R.
f(x) es derivable en IR — {0} (en x =0 no existe la derivada).
-2

1)="=
ST 3

14
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Ejercicio 17:

Calcula la derivada de orden n de la funcion f(x) = e>*.
fl(x) = 2e*
[(x) = 4e®x = 222X
S(x) = 8P = 2302x

f”(x) — 2n€2.r
Lo demostramos por induccion:
Para =1, n=2, n=3, vemos que s¢ cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que "~ 1(x) = 27 ~1e®: entonces,
derivando, tenemos que: f"(x) =2 - 2"~ 1e® = 27?* Por tanto, la expresién ob-
tenida es cierta para todo n.

Ejercicio 18:

Observa las grificas de las a) b) c)
siguientes funciones e indi- \\
ca en qué puntos no son de- \
rivables.

—
hqh.

(8%}
/

(&%)
N\

[
o "'—-..'
Tk
i

¢Alguna de ellas es deriva-
ble en todo R? \ +

I
}
[§¥]

a) No es derivable en x =—1 (tiene un punto “anguloso”™) ni en x =2 (no esta de-
finida la funcién).

b) Es derivable en todo R.

c) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

15
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Ejercicio 19:

La funcion f(x) esta definida por:

jad—x six<0
S(x) =

ax+b si x>0
Calcula a y b para que f sea continua y derivable.
Continuidad:

*En x#0 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinom

e En x=0:

lim f(x)= lim (x> -x)=0
x = x—1
lim f(x)= Ilim (ax+ b)=b Para que sea continua ha de ser b =0
x =0 x—=0
S0)=10
Derivabilidad:

¢ Si x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

Fix) = {5x3 -1 si x<0

a si x>0
*En x=0:
ff(:ﬂ__) = -1 L Para que sea derivable, ha de ser a = 1.
O =a

Por tanto, f(x) serd continua y derivable si a=-1 y b=10.
Ejercicio 20:
Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = (3x —2x?%) e™.

y'= (3 —4x)e” + (Bx — 2x%)e" = (3 — 4x + 3x — 2xP)e¥ = (2% —x + 3)e”

-3
2
=1

1+V1+24 1+5 _—X
=0 — 2xf-x+3=0 — x= =
) x+3 ~ 4 i,

16
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Ejercicio 21:

Determina, si es posible, el valor del parametro a para que la funcion f
sea derivable en todo su dominio de definicion:

.xfnx si 0D<x<1
x) =
S(x) {a(l—el_*‘)sil{x

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

* Si x>0, x#1: La funcion es continua, pues estd formada por funciones continuas.

s En x=1:
lim flx)= Ilim (xlnx)=0
x—1" x—1
lim f(x)= lim lal—e'=%] =0 f(x) es continua en x = ().
x—1" x—1
f() =0
Derivabilidad

Si x>0, x#1: es derivable. Ademas:

: mx+1 si 0<x<1
_x‘:
S {aeT‘-"' si x>1

eEn x=1:
?S?} =1 } f(x) es derivable en x=1 si a=1.
o ' o = a

Luego, para que f sea derivable en todo su dominio de definiciéon, ha de ser a = 1.
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