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1. EJERCICIOS DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Cuestion 1:

Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 7 m de su base y he-
mos medido el Aangulo que forma la visual al punto mis alto con la horizontal,
obteniendo un valor de 40°. ;Cuinto mide el poste?
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Cuestion 2:

En un triingulo ABC conocemos A =68°, b=172m y a= 183 m. Calcula la
longitud del lado c.

172 cos 68° = 04,43 m

=177 o = 150 )
172 sen 68° = 159,48 m h=172 m @ =183 m

SR
|

Vat - CH?* =8975 m

c=AH + B =04,43m + 8975 m = 154,18 m

Cuestion 3:
En un triangulo ABC conocemos a=20cm, c=33cm y B = 53°. Calcula la

longitud del lado b.
BH = a cos 53° = 12,04 cm
CH = a sen 53° = 15,97 cm

HA = c — BH = 20,96 cm

bh=NCH?+ HA? = 26.35 cm

¢ =33 cm
Cuestion 4:
Estamos en A4, medimos el c
angulo bajo el que se ve el oo
edificio (42°), nos alejamos oo
40 m y volvemos a medir el EE
angulo (35°). ;Cual es la alt- oo
ra del edificio y a qué distan- oo
cia nos encontramos de €17 oo
Observa la ilustracion: EE
oo
oo
oo
oo 420 -:gﬁc
A 40 m



h

ig 42° = 7 — h=ditg42°
h =
g 35° = m — h=(d+40)tg 35
o = 40 1g 35°
— dig42°=(d+40)1g35° — d= ' == 139,90 m

1g 42° —1g 35
h=dig42°=12597 m

La altura es 125,97 m. La primera distancia es 139,90 m, y ahora, después de alejarnos
40 m, estamos a 179,90 m.

Cuestion 5:

Los lados de un paralelogramo miden 12 y 20 cm, respectivamente, y forman un angulo de 60°. ; Cuanto mide la
altura del paralelogramo? .Y su area?

Solucién:

1
60°1
20 cm

Fara hallar la altura hacemos:

o123
SEHED'=% — h=12sen60” = ;I'_=G 3 cm

Elareasera A=20-6,/3 =120,/3 cm?.

Cuestion 6:

En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide 15 cm y uno de los catetos mide 12 em. Calcula la longitud del
otro cateto y la medida de sus angulos.

Solucién:

Aplicamos el teorema de Pitagoras para hallar el otro cateto:

b L5

a’+p®=c¢?
122 +6? =157 — 144+p° =225
b? =225-144=81 — b=9cm

Hallamos los angulos:

senB-2  senB-—_06 —B-365212
c 15

A=90"-B=53" 748"

G =90

Por tanto:

a=12 cm; A=33 748"
b=9 cm; B=36"5212"
c=15 cm; é=90



Cuestién 7:
Para medir la altura de una torre nos situamos en un punto del suelo y vemos el punto mas alto de la torre bajo
un angulo de 60°. Nos acercamos 5 metros a la torre en linea recta y el &ngulo es de 80°. Halla la altura de la
torre.

LT LTETETET,
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Solucion:
Qrgld
N gld
; Ngld
AN
\IIs]l/
\IIs]lY
80°%A GOY
‘T’T
tgeo- = h = xtg 80

h
g6l = h= 3 )ig 60
g X+3 (x+5)tg .
xtgB0° =(x+5)ig60

xtg80" =xtg60 +3tgc0
xtg80 —xtged =3ige0
xltg80° —tg60° )= 5tg60

__D1g60 5 50m
tg80° —tg60

n_ 5960 tg80" _ ., o
tg80° —tg60

La torre tiene una aliura de 12,47 metros.
Cuestion 8:

Pablo y Luis estan situados cada uno a un lado de un arbol, como indica la figura:

45° 35
r 7,5 m L

a) Calcula la altura del arbol.

b) ¢ A qué distancia esta Pablo del drbel?



Solucién:

45" 35

h 1=— — x=h
tg4s = — X
X
h
tg3s = h
7.9-x tgad =
7.0—-x
h
tg3s =
o 7.9-h

(7,5-h)tg35 =h — 7,5tg35 —htg35 =h
7,5tg35° =h+htg35 —» 7,5tg35 =hl1+1g35°)
,_1.5tg35

= =309 m=x
1+ig33°

a) El arbol mide 3,09 metros.

by Pablo esta a 3,09 metros del arbol.
Cuestion 9:
Un mastil de 5 metros se ha sujetado al suelo con un cable como muestra la figura:

Halla el valor de ¢ y la longitud del cable.

Solucion:
) e b
g
[ 40°
% = - 0 »
senGl =E —» .r:'=L =2,77 m
a sen6l”
.09 3
tged" =— — xX= =289 m

X tge0
Por otra parte, si consideramos el otro triangulo:

]

sendd” =E — b= =7,78 m
b sendd’
tg a0’ _3 — Y= 5 =596 m
¥ tg 40

Por tanto:

La longitud delcable es a + b=5,77 + 7,78 = 13,533 metros.
El valorde ¢ es x+ y= 2,89+ 5,96 = 8,85 metros.



2. EJERCICIOS DE SUMA, DIFERENCIA DE ANGULOS, ANGULO DOBLE Y MITAD

Cuestién 10:
Sabiendo que cos 78° = 0,2, calcula sem 78° y Ig 78°. Averigua las razones
trigonométricas de 39° aplicando las formulas del angulo mitad.

* cos TR =102

sen 78° = 1 — cos?2 78° = V1 - 0,22 = 0,98
cee _ 098 _
1g 78 o3 4,9
780 0.2
® sen 30° = 5 ‘\[l o8 8 Jl = =063
cos 30° = -\/ 1 + cos 78° -J 1 +0,2 -7
78° 1 — cos 78° 1-0,2
o 30° = ¢ T P e O
839" =18 — 1+ cos 78° 1+0.2

Cuestion 11:
.Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

s cos 90° =0

o000 _ 10 [1 A2
® sen 457 = sen 5 = > = > -5

e 900 f1+0 A2

CO8 427 = C08 3 = > —T

90” 1-0 —

fo 45° =t = =1/1 =1

5 £5 1+0
Cuestion 12:

Halla las razones trigonométricas del angulo de 75° sabiendo que
75° = 30° + 45°.

sen 73°% = sen (30° + 45%) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° =

N2, N3 A2 _ V2446

2 2 2 4

-1
2

cos 73% = cos (30° + 45%) = cos 30° cos 43° — sen 30° sen 45°
— ' |
2 _ V6-\2

2 4

-
_N3 N2 1
2 22

I

1930° +1g45° _ V33+1 _ N3+3)3

1-1g30°1g45° 1_+v33 [N3-3)3

1g 75° = 1g (30° + 45°) =

3+3 _{3+*.|'€_3' _ 9+5+ﬁ*¢'€=

3-V3  9-3 0

_ 1z+6¢§=7+v

§

".J-:l-l



~noTa: También podemos resolverlo como sigue:

seu?_"':-“_ﬁ+\"€_{ﬁ+\"€}l 2+6+2¥rﬁ=

g 75° = cos 75° \,fg_ﬁ_ G-2 B 4
_ 8+~i\.‘?=2+ﬁ
— 3 :

Cuestion 13:
Sabiendo que sen x = 3 ¥ que % < x <, calcula, sin hallar previamente

5
cl valor de x:
X n

a) sen 2x b) ig = C) sen ( 6 )

_m X " 1)
d)cos(x 3) €) cos 2 f)tg(x 4

. 3\ 4 3 . .

o Tienes gque calcular cos x = — A [I — [;) = —; y g x= —4’ v aplicar las _for-
mielas.

e . 2 _ 9 _ 4 o
cosx=-V1—sen?x =— 4/1 - = "3 (Negativo, por ser del 22 cuadrante)
tg x = sen x =_i

COS X +

4 24
alsen 2x=2senxcosx = 2" % : (—7) = —

byig X = l —cosx _ 1 —(-4/5) _ 9/5
2 1 + cosx 1 +(=4/5) 1/5

., . . X .
& Sitvo, 5 ¢ - aclr: \ 5 — = Cuadr: .
Sieno positivo, pues si x € 22 cuadrante, entonces 5 e 15 cuadrante

- . It L |8
5N X CO8 — + 005 X sen F =

C) sen (x + %) G

T T n
d) cos (x - ?] COS X COS 3 + sen x sen 3 =

(_i).l+i.‘5_3ﬁ—4
5 5 2 10

x M\j 1+ cos x \jl \! 15 |1 _ o
clcos — = — = 1Y
2 2 10 10

X

2

*) Signo positivo, porque = & 1< cuadrante.

n:) _ fgx+itgm/d _ —3/4+1 1-3/4
1l —tgxte m/4 1 —(-3/4)-1 1+ 3/4

1
Dl % - "7



Cuestion 14:

Halla las razones trigonométricas del angulo de 15° de dos formas, conside-
rando:

a) 15° = 45° - 30° b) 15° = 5‘2]
a) sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° cos 30° — cos 45° sen 30° =
V2 V3 V2.1 _N6-VZ _
=— " — - — == = =02
> > > > 3 0,258819
cos 15° = cos (45° — 30%) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =
N2 3 Nz 1 ANe+Nz
"2 Rtz T T 096596
5o sen15® _N6-V2 _ 6+2-2V12 _
8 cos 15° g ++2 6-2

8—4V3 =

4
i — cos 30° —3/2 > _
h}l.sc’nl";‘:‘=5(*n% ='dl cos 30 =,Jl V32 2-V3 _
F 2 2 4
2 _
- X2=N3 258819
2

I
o
&

o r s
o + cos 30° +3/2 /2 - -
cos 15° 3 3{3 = '\j ! L;ﬂ 0 _ '\j l :i - —: 5 _ 0,9659258

V2 -3 _ 0,258819
V2 +43 09659258

1g 15° = = 0,2679491

Cuestion 15:

Si tgo=-4/3 y 90° < < 180°, calcula:

a) sen [% - {1] b) cos (IBI]” - %) c) tg (900° + )
90° < @< 180° — {5"”“}[}
coso < 0
Ademas, % e 1L cuadrante
4
e fo=——
5 %==3
- ! =fg3ﬂ+l=£+l—£—}Lfl&‘{l=i.—}t‘{bﬂ.=—i
cos® o 9 9 25 2
5 16 i
e seno=\1—coso = \/1—% =\/ — -2
25 25 3



T T 4
—D:)=59u—¢:m‘n:—cmr—sena= 1 *(——‘?)—D'—. =——§
2 2 5 5 5

a) sen (

I\.ll.'=|

bl cos (18(}‘3 — ?) = ¢cos 180° cos % + serr 180° sen % = —CO8 % =

=_1}l+mwa=_j/1+n5ﬁ;=_ 5-3 _
2 2 10

<) 1g (900° + @) = fg (2 - 300° + 180° + o) = g (180° + o) =

(g 180° + fgo. _ 0+ (=4/3) _ 4

1—1g180° g 1—0 - (—4/3) 3

Cuestion 16:
Sabemos que cos x = —% v sen x < 0. Sin hallar el valor de x, calcula:

a) sen x b) cos (n + x) c) cos 2x
d) tg% e) sm(%—x) f) cos(n—%)
cosx = —3/4 _ er X o T
— x € 3 cuadrante = = € 22 cuadrante
senx <0 2
- -
1) sen x = -1 — cos? =—‘\H1—i=—'\/;=_—f
a) sen x COs= X 16 16 i
bicos(m + x) = cos M cos X — sen T 58l X = —CoS X = %
2 P 2
C) cos 2x = cos* X — sen- x = %— % ol 74 %
X 1l —cosx 1 +3/4 7
Dig 3 N1+ cosx 1-3/4 1 V7
e) sen R _x)=sen X cosx—cos E senx=cosx= 3
5 ?—. 5 E X — C .BE.'.& = = —?
(e —X) = cos x cos X + sen 7 sen X = —cos X =
£y cos (n—?) COS T COS > + sen T sen > COS 5
o | afrrecosx ) f1-34 _  [1 _ V8
2 2 8 8
Cuestion 17:
Si fg(x+P)=4 v tga=-2, halla g 2p.
_ _lgoa+igPh __—2+1
‘g (o *+ B 1 —teaigp - 1+2¢tep -
— 4+81gpB=-2+1gpB —- TigBp=-0 — fgﬁ=—%
Luego:
1g ;,|3= 2o B _ 2 (—6/7) _ =127 _ =12 -49 =_84
- 1-1g2 B 1 — 36/49 13/49 713 13

9



Cuestion 18:

Sabiendo que tg o =% siendo 0 <o <90 y cos B= —% siendo 90 < B < 180 calcular:

a) senla

b) tg2p
¢) sen(o+p)

d) tg(p-a)
e) t bl
gz

f) sen(%—ilu]

Solucion.

Solucion.
El primer paso es calcular las rezones trigonométricas de o y p que no conocemos.
SENO +

1 .
tg o =5 siendo 0 < o < 90 = a € 1° Cuadrante : { coseno +
tangente +
Conocido el valor de la tangente se obtienen la secante vy, de esta el coseno

2
1 J5
tag’o+1=sec? a: seca =+ytagia+1 =+ [E} +1:7

Con la secante se obtiene el coseno
1 1 2 245
seCo=——: CoS0L = J_

1
cos a scm_,j_y_,ﬁ_ 5
2

Conocidos los valores del coseno y la tangente se calcula el valor del seno.

tagu=senu:scna=cosu-taga=2‘[§-l=£

cosa 5 2 5

. seno +
cosB=-; sitendo 90 < B < 180 = « € 2° Cuadrante :{ coseno —
tangente +

Partiendo del coseno se calcula el seno y, con el seno y el coseno la tangente.

2
sen2[3+coszﬂ-l: smB-;’:Jl—coszB -+1/1-(-%) -%

sen % 4
tef - cosP -—A g—?

10



Conocidas las razones trigonomeétricas de a y B, se resuelven los apartados del ejercicio.

5

ﬁ.(ﬁ)rﬁ

a) Sen2a=2sena-cosa= 2- -
5 5

5 1
2tga ) 1 4
e () Y
2
©) Scn(a+B)=scna-cosB+cosa-scn6=£.(_2)+2 i=
5 5 5 S
25 25 25 5
T £ .97 1.4 W
tga—tgh 2 3) 5273 ¢ 11
l+tga-tgPp g 4 N
2 3 6 6

o t a {l-cosa
g2 2
B E-se:n2u=

) scn(E—Za)=scn—-c052a—cos
2 2 2

fl—czosﬂ -(c052 a—scnza)— ,@ -2sena-cosa =

3
2 2 i) ==
) (2 () ) ) B2k [Fas i

5 5 2 s 5 Y10 25 Vs

_[43_ [1a_6 a4 2 26

V5 5 V5 5 55 55 55 25
Cuestion 19:
Demostrar la formula:

cosc=sen | r+ X
2
Sol:

Usamos la formula del seno de la suma

sen(x 1-_] = Senx-cos=+co sr-sen%=(senxj-ﬂ +({cosx) 1 =casx

11



3. EJERCICIOS DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Cuestion 20:

2seno —sen2o _ 1-coso

Demuestra que :
2 sen . + sen 20 1+ coso

2seno—senlo.  2seno-—2senocoso  2seno(l-coso) 0 l-cosa
2 sen o + sen 2o 2seno+ 2senocoso 2sen o (1 + cos o) 1 + cos o
Cuestion 21:
.Demuestra que 2ig o+ sen® % + senmo=1Iguo.
1 — cos
21g o sen? % +s.-.w{1=2|"gut~fa +sen o=
= feno (1 —cosa)+ sen o =sen o (—l -, l) -
COS O Cos o
l —cosa+ cos 1
= sen o o %) = sen o —— =
COS L Cos O
sen o
=——=lga
Cos oL
Cuestion 22:
2sen o —sen 20 o
Demuestra que = tg? —.
q 2sen o+ sen 20 g 2

2seno—sen 2o _ 2sen o — 2 sen ocos o
2 sen o + sen 2o 2seno + 2 sen o cos o

sen o (1 + cos o) 1+ cosa

2senall —cosa) 1 —cosa 2 0
2 2

Cuestion 23:

sen(o+P) tgoa+igh
sen(0—P) tga—-1gP’

Demuestra que
& Aplica las formulas de sen (v + [3) y sen (0. —P). Divide tanto el numerador co-
mo el denominador entre cos « cos [} y simplifica.

sen (0. +B) _ senocosP+cososenf
sen (o —P) sen o cos B — cos o sen 3

sen o cos B , Cos o sen B
cosoucosB  cosocos B tgo+igP
senoucosB cos asen B igo—1gP

cosoucos B cos o cos B
) Dividimos numerador y denominador entre cos o cos .
Cuestion 24:

Prueba que 2ig x cos? % —sen x =1g Xx.

_1I+cosx

& Sustit 2 X
HE H:I-'E COs 2 2

12



- : 1 +cosx o ¥FFCosx
Como cos = =+ \[———— — cos? ama——

~

I\Jl

Y sustituyendo en la expresion:

T . , Sen x 1 + cosx
21lgxcos® ——senx =2 :
2 COS X 2

—sen x =

sen x (1 + cos x) —sen xcosx )

COS X
_ senx|l +cosx—cosx] _ senx _ -
COS X COS X o

*) Sacando factor comun.

Cuestion 25:

Demuestra que Cos (.r + %) — COSs [x + 2—;) =05 X.

w Desarrolla y sustituye las razones de .. vV 2

3 3

COS [.x' * %) — cos [x + ;;_“} =

) . . ) b o ) 2 ) . 2r
COS X COS ? — 58N X 5N — | — |COos X cos — — 5eM X seM T =

f] = [(ms X) (—%) — (sen x) \E] =

= [[c{ss x) é — (semn x)

1 i N3 1 ) N3 i
= 5 COSX— —= SeN.X + — COSX + —= Sen X = cos x

Cuestion 26:

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

Simplifica:
& Al desarrollar el numerador obtendrds una diferencia de cuadrados.

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

2 (cos 45° cos oL — sen 45° sen o) (cos 45° cos o + sen 45° sen o)
cos? o —sen? a

_ 2 (cos? 45° cos? o — sen? 45° sen? o)
cos? o —sen? o
gl [(VE"'Z)Z cos® o — (\52)2 sen* 0‘] _21/2cos2a—-2-1/2sen? o
cos? o —sen? o cos? o — sen” o

cos? o —sen? o
= : > =1
cos® o — sen’ o

Cuestion 27:

" . . sen 2
Simplifica la expresion L y calcula su valor para o = 90°.
1-cos* o
sen 200 _ 2senocoso _ 2cosd
1 —cos? o sens o sen o
Por tanto, si o = 90° = sen 2o _ 2coso _ 20 -0
1 —cos® o sen o 1

13



Cuestidn 28:
Demuestra que para cualquier angulo o se verifica:

- n
seno+coso= ‘J'Ecos(z— )

Desarrollamos la segunda parte de la igualdad:

8]

= - f B | SR ) T .
N2 "cos|— — 0o N COSs — COs oL + sen — sen o) =
B 4 4

1

\'|—2 VI’E
T CcOs O + > sen o) =

I
P
[S9)

]

|
N

N
= \"2 c—— (cos o + sen o) =

> (cos o+ sen o) =

lvltv

Cos 0. + sen o
Cuestion 29:
Calcula el valor de la siguiente expresion:

sena-sen(b-c)-senb-sen(a—-c)+senc-senfa->b)
sena-sen(b—c)—senb-sen(a—c)+senc-sen(a—b)=
=sena-senb-cosc—-sena-senc-cosb —senb-sena-cosc+ senb-senc-.-cosa+

+senc-sena-cosb—-senc-senb-cosa=0

Cuestion 30:

Demuestra que cos (a + b) - cos (a— b) = cos? a - sen? b = cos? b - sen’ a.

cos(a+b)-cos(a—b)= (cosa-cosb —-sena-senb)-(cosa-cosb +sena-senb)=
=cos’a-cos’ b —sen® a-sen’b

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. cos® a-cos’ b —sen® a-sen’b=cos” a-(1—-sen’ b) —(1-cos? a)-sen’b=cos” a —sen’b
. cos’a-cos? b-sen?a-sen’b=cos’b-(1-sen?a)—(1-cos? b)-sen’a=cos? b -sen’a

4. EJERCICIOS DE TRIANGULOS (TEOREMAS DEL SENO Y COSENO)

Cuestion 31:
- Resuelve los siguientes triingulos:
a)a=12cm; b=16cm; ¢ =10 cm
b)b=22cm; a=7cm; C =40°
ca=8m; b=6m; c=5m
d)b=4cm: c=3cm: A =105°
e)a=4m; B=45°y C =060°
Db=5m; A=C=35
14



a)eal=b2+¢2_2bccosA
122=162+102-2-16- 10 cos A
144 = 256 + 100 — 320 cos A

cos - 256 + 100 — 144
320

A = 48° 30' 33"

= 0,6025

e h2=qg2+¢2_2accos B
256 =144 + 100 -2 - 12 - 10 cos B

144 + 100 — 256
240

B =92° 51' 57,5"

cos B = =_0,05

e A+B+C=180° — C=180-A-B
C = 38° 37' 205"

byeci=a+b2_2abcosC A
c2=T72+222_2.7 .22 cos 40° =

= 49 + 484 — 235,94 = 297,06

c=17,24 cm

Y N 7 __ 17,24 22 cm
sen A sen O sen A sern 40°
= 7 sen 40°
A=—"—" " =0.26
sen 17.24

- Ay = 15° 7' 44,3
A, =1064° 52'15,7" — No vilida

(La solucién A, no es vilida, pues A, + € > 180°).
e B=180°—(4+C)=124°52 157"

)eal=bh2+c2_2bccosA
64=30+25-2-6-5cosA

i_ 36+ 25064 <
A=—  — — — =00
COs 50 b

A=02°51'575"

e b2=a?+c2_2accos B
36=64+25-2-8-5¢cos B

04 + 25— 306
80

B = 48° 30 33"

cos B = = 0,00625

e C'=180° — (4 + B) = 38° 37" 20,5"
(nvoTa: Compdrese con el apartado a). Son tridngulos semejantes).

15



dyeaZ=ht+c2-2bccos A=

=16+9-2-4-3 cos 105° = 31,21

ad=559m
P b
. —— = -
sen A sen B
559  _ 4

sen 105° 5eN g

4 sen 105° _ 6012

sen B = —
5,50

_ [ B, =43°43 253"
Ez = 136° 16' 34,7" — No vilida
(La solucion Eﬂ‘z no es vilida, pues A_'z - E‘_j > 180°).
* C=180° - (4 + B) = 31° 16' 34,7"

c)eA=180—(B +C)=75

a b
‘ —— = -
sen A sen B
4 b

sen 75°  sen 45°

4 - sen 45°

b= —— =293 m
sen 75
o 4 _ ¢ N 4 _ c
senAd sencC sen 75°  sen 060°
4+ sen 60° -
€= ————=35m
sen 75

fe B=180—-(A+¢C)=110°

b a ) a
- — - — _} - —
£en B 50N ‘...1 sen llGD Sen 3"0

5 - sen 35° =
- 2 sen 357 _ 3,05 m
sen 110°

sComo A=€C — a=c¢ — c=305m

Cuestidn 32:

.Un barco B pide socorro y se reciben sus senales en dos estaciones de radio,
A v C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes
angulos: BAC= 40 y BCA = 53°. ;A qué distancia de cada estacion se encuen-
tra el barco?

B = 180° — 46° — 53° = 81°
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46° 53¢
A
50 km 9
o i o
G b'_ 5 g=-bsend - 50 .seni;é e
sen A sen B sen B sen 81
o .. Z20
SR bA y = bsenC _ 50 .sen:3 - 40.4 km
sen C  sen B sen B sen 81

Cuestion 33:

Para hallar la altura de un globo, realizamos las medi-
ciones indicadas en la figura. ;Cuanto dista el globo
b, del punto A? ;Cuanto del punto B? ;A qué altura esta
R el globo?

7

H

AGB = 180° — 72° — 63° = 45°

b 20 20 - sen 63°
- 5 p= =0 SOn0Y 55
sen 0H3° sen 45° sen 43° 32 m
a 20 20 - sen 72°
= — _} = T = 26’
sen 72° sen 45° “ sen 45° 9 m
o sen 75° = = = '}- — x=252 sen75° =243 m
b 252
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Cuestion 34:

En un entrenamiento de fiitbol se coloca el balon en un punto situadoa 5 m
vy 8 m de cada uno de los postes de la porteria, cuyo ancho es de 7 m. ;Bajo
qué angulo se ve la porteria desde ese punto?

1 (porteria)

bh=7m

c=5m
f=8m

B (balon)

Aplicando el teorema del coseno:

bi=gl+ci-2ac-cos B —

altc2_p? _ ]2 + 52 _ 72
2eic 2-8-5

=05 — B=00

— cos B =

Cuestion 35:
Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un angulo
de 127°. El primero sale a las 10 h de la manana con una velocidad de 17 nu-
dos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con una velocidad de 26 nudos. Si el
alcance de sus equipos de radio es de 150 km, ;podrian ponerse en contacto
a las 3 de la tarde?

(Nudo = milla / hora: milla = 1 850 m)

La distancia que recorre cada uno en ese tiempo es:

Barco A — P4A=17-180m/h-5h=157250m
BarcoB — PB=26-180m/h-35h=168350m
Necesariamente, AB > PA y AB> PB, luego:

AB > 168350 m

Como el alcance de sus equipos de radio es 150000 m, no podrin ponerse en con-
tacto.

(voTa: Puede calcularse AB con el teorema del coseno —  AB = 2914327 m).
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Cuestidn 36:
Prueba que solo existe un triangulo con estos datos: b = \Em, a=1,5m, A =060°
¢Existe algin triangulo con estos datos?

f-lﬁﬁ“, b-&\E cm, ¢=3cm

eal=5b+c?-2bccos A B,

1,5% = [\l';?_.}er c? — 23 ¢ cos 60°

225=3+c*-2V3 ¢- =

c = - = —m A

La ecuacion de segundo grado solo tiene una raiz. Solo hay una solucion.

(nota: También se pueden estudiar las dos soluciones que salen para B con el
teorema del seno y ver que una de ellas no es vilida, pues quedaria
A+ B> 180°).

* Podemos resolverlo con el teorema del coseno, como antes., o con el teorema
del seno. Resolvemos este apartado con el segundo método mencionado:

b o« 32 _ 3
sen B sen C sen B sen 135°
— sen B = Bﬁ'ﬁ;” 135° _ V2sen135°=1 — B=090°

Pero: € + B = 135° + 90° > 180° ilmposible!
Luego la solucion no es vilida y, por tanto, concluimos que no hay ningtn
triingulo con esos datos.

Cuestién 37:
Resolver los sigmentes triangulos:

i b=57 c=100 A =57° Se conocen dos lados vy el angulo comprendido entre los dos.
Aplicando el teorema del coseno se calcula el lado que falta.
a?=b?+c?-2bccosA a=yb2+c?—2bccosA =572 +1002 —2-57-100cos 57 =839

Conocidos los tres lados, se calcula uno cualquiera de los angulos que faltan por el teorema del
coseno.

a’+c’-b’  (839)° +100” —57°
2ac 2.839-100
cos B = 0'82 = B = arccos 0'82 = 34'7°

bl =a?+c? —2accosB=>cosB = =032

Conocidos dos angulos, el tercero se saca como diferencia hasta 180°.
A+B+C=180 ¢ =180— (A + B)=180°-(100°+34'7°) = 45'3°

ii. b=57 ¢=100 B=57° Conocidos dos lados y el angulo contiguo a uno de ellos. Lo
primero es saber s1 el tnangulo tiene solucién. Para ello aplicamos el teorema de seno a
los datos. y despejamos el seno del angulo que nos falta.

b e sené-%senﬁ-ls—o:-sm57°-l'47>l=>Notienesolucién

sen B senC
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iii. a=7 b=17 B=76° Conocidos dos lados y el angulo contiguo a uno de ellos. Lo
primero es saber s1 el tnangulo tiene solucién. Para ello aplicamos el teorema de seno a
los datos, y despejamos el seno del angulo que nos falta.

- - § : :
= 5 san=isan=Fsm76°=O'40<l=>Txenesolucu'm

sen A sen é b

Como ademas li_l(l,lasoluciénesﬁnica,yeléngulo A es agudo.

sen A = 0'40 A = arcsen 0'40 = 23'5°

Conocidos dos angulos, el tercero se calcula como diferencia hasta 180°
A+B+C=180 C= 180—(A +B)= 180°—(23'5°4+76°) = 80'S

El lado que falta se calcula por el teorema del seno.
b c sen C sen 80'5°
= — c=b — =17 ——

= =173
senB senC sen B sen 76°

iv. a=12,b=15, c = 18. Conocidos los tres lados, los dos primeros angulos se calculan por
el teorema del coseno, y el tercero por la suma de angulos.

_ . 3 3 2 T )

a’ =b?+c? -2bccosA cosA=b e =15 s T =—045 A=116'7°
2:bc 2-15-18

- . 2 2 _q4c2 p

b2 =a’+c?-2accosB e I S D W

2-ac 2-12-18
Conocidos dos angulos, el tercero se calcula como diferencia hasta 180°
A+B+C=180 C=180—(A+B)-180°—(116'7°+55'8°)-7'5°
V. A =30°,2=15,b=20. Conocidos dos lados y el angulo contiguo a uno de ellos.

Lo primero es comprobar s1 el tnangulo tiene solucion, para lo cual se aplica el teorema del seno a
los datos que nos dan, despejando el seno del angulo que se desconoce, en este caso sen B

.28 --—b.- sml%:-llsm;&-ﬂsm30°-0'67<l El tnangulo tiene solucion
senA senB a
5 A<l -
Teniendo en cuenta que ;—sen la solucién es doble. es decir el angulo A puede tomar
b>a

dos valores, uno agudo (B) y otro obtuso (B') que son suplementarios.

sen B = 0'67 = B = arcsen 0'67 = 41'8°
B'=180-B =180-418 =1382°

Con A y B se calcula C, con A y B' se calcula C'.
é=180-(A+1§)=1so—(30+41'8)=1os'2°
¢'=180—(A + B')=180-(30+1382) = 118°
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Con C se calcula c y con C' ¢’ mediante el teorema del seno, aplicando entrea y c.
a c sen C sen 108'2°

— = - = cC=2a —=15 =285
senA senC sen A sen 30°
L = LA
senA senC' sen A sen 30°
Obteniéndose los siguientes triangulos:
B=ar'ge
B'=1382°
c'=61
A 5 ¢=108'2° A B &=119°
Vi. B=95°.b=12, c = 10. Conocidos dos lados v el angulo contiguo a uno de ellos.

Como el angulo conocido es mayor de 90° (obtuso), el triangulo tendra solucion y sera unica, con
la condici6n de que el lado opuesto al angulo conocido (b) sea mayor que el lado contiguo (c).
b(12)>c(10)
Aplicando el teorema del seno:
b c

senC = SsenB=Ysen95 =083
b 12

C = arcsen 0'83 = 56'1°

Conocido C se calcula A mediante la suma de angulos.
A=130—(15+c':]=130—(95+55'1)=23'9°

El lado que falta (a) se calcula mediante el teorema del seno.
a_ =Lﬁ a=bscn{&=125en28'9"=
senA senB sen B sen 95°

5'8

vii. b=80. A=15°, B=30°.Conocidos dos ingulos y un lado.
Mediante la suma de ingulos se calcula el angulo que falta (é)

¢ =180 (A +B)-180-(15+30)=135°

Conocidos los tres angulos y un lado, con el teorema del seno se calculan los lados que faltan.

b A 15°
i 2 a=b 22 g0 414
senA senB sen B sen 30°
- (=]
b..= cn c=bscn(3=soscnl35 _113'1
senB senC sen B sen 30°

vili. a=40, B=45°, C=75°. Conocidos dos angulos y un lado.
El angulo A se calcula como diferencia hasta 180°.
A-180—(B+c)-180-(45+75)-60°
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Conocidos los tres angulo y un lado (a). los restantes lados se calculan con el teorema del seno.
utilizando en ambos casosay A.

- o

IS N
senA senB sen A sen 60°
o

a-= c* _ sm(?=4oscn75 - 44'6
sen A senC sen A sen 60°

Cuestion 38:

Calcular la altura de un repetidor de TV ubicado en la cima de una montafia sabiendo que
desde un punto alejado del pie de la montaiia la base y el vértice del repetidor se ven bajo unos angulos de
66° y 70° respectivamente. S1 nos alejamos de esa posicion en linea recta 12,5 m el vértice ahora lo vemos
bajo un angulo de 67°.

Solucion.

Con la informacién del enunciado se
pueden obtener una sene de tnangulos,
rectangulos y oblicuangulos, en los que calcular
todos los angulos unicamente con la condici6n de
que la suma de angulos es igual a 180°.

—125m—
- au. Es suplementanio al angulo de 70°.
a;=180-70=110°

- a;. Como diferencia de angulos
o =70—-66=4°

- at3: Complementano al angulo de 66°.
a3 =90 —-66=24°

- 0ts- Suplementario a a;.
ay=180—-24=156°

- as. En el tnangulo BCD: o + a4 + a5 = 180°
as =180 — (4 + 156) = 20°

- otg- En el tnangulo ABD: 67 + a; + as= 180°
os =180 — (67 + 110) = 3°
Una vez conocidos todos los angulos. el problema se

resuelve mediante dos triangulos oblicuangulos que

En el tnangulo I se calcula a mediante el
teorema del seno.

a d sm.ei
= = = a=d-—,
sen A senD sen D
sen 67°
a=12'5- &~ 220
sen 3°

Temendo en cuenta que a = ¢, en el tnangulo
II se calcula h con el teorema des seno.

h c sen B
- = _ h=c- -
senB senC senC

h=220 =37"7Tm



Cuestion 39:

Calcular la distancia entre dos puntos maccesibles (X e Y) s1 desde dos puntos, A y B que
distan 210 m, se observan los puntos X e Y bajo las visuales que muestra la figura.

- -
L 7
A 25° 35 B
Solucion.

Lo primero es seleccionar un tnangulo donde este la longitud pedida. uno de ellos puede ser el

Para calcular d, necesitamos conocer x e y, que localizamos en
otros triangulos donde tengamos mas datos.

B
e x se pude calcular en el tnangulo ABY aplicando el teorema del seno.

25°480°+Y =180° Y =75°

X 210 sen 25°
= x=210
sen 25° sen 75° sen 75°
Xx=92m

* v se puede calcular en el tnangulo ABX

X
75°+35°4X =180° X =70°
t 4 210 750
- -~ x =21022
2o sen75° sen 70° sen 70°
A 210m 35% B x~216m

Conocidos B . xe y se calcula el valor de d mediante el teorema del coseno.

d? =x? +y2 -2x-y-cosf3

d=+922 +2162 -2.92-216-cos45° ~164m
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5. EJERCICIOS DE ECUACIONES Y SISTEMAS TRIGONOMETRICOS

Cuestion 40:

Resolver las ecuaciones trigonomeétricas:

sen[x t+ E] = E

‘) 2
Sol:
J3 _, | sen60°
2 senl200
X +45° = 60° X, =1524+360° k
x +452=120° x, = 79°+360°k
Cuestion 41:
3sen?x -5senx+2=0
Sol:
o x — 511‘55—24 _ 5+1
6 [+
sen x =1 x =90°4+360°%
2 41°48'37" +360°%
s5en X =— W o=
3 138°11'23"+360°%
Cuestion 42:

oos2x = 1+ dsenx

Sol:

cos’*x —sen’x =1+4s5en x
l-sen?*x-sen?x =1+4senx
2sen®*x+4senx =0

senx =0

Esmx[senx +2}=D =}{
senx+2=0

x, = 0°+360°k
% =arcsen0 = x =0°+180%
x, = 180°+ 360°k

x =arcsen(-2) Sin solucion
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Cuestion 43:

g 2% =-tgx
Sol:
2tg =
- —t »
1-tg® = g

tgx[tgzx —3]=D

{

® =60°+360%k
x = 120°+360%

2ig° x-tgx-3=0

tgx =0 x =0°+180%%
x =60°+180%
I =+/3
gx =43 {x - 120°+180%%
Cuestion 44:
senx+seny = %
senx-seny = V3-1
2
Sol:
Por reduccion:
e +e, 2senx =3 senx:%
Cuestion 45:
Senx-Cosy +cosx seny =1
‘senx-cosy—msx-seny=%
Sol:
sen(x+y)=1
| 1
sen(x-y)= 5
(% +y =90° 2% =120°+360%
3 x =60°+180°
% -y =30° y =30°+180%
[ % +y =90° 2x =240° 4+ 360%
] x =120°+180°k
| % -y =150" ¥ =-30°+180%
Cuestion 46:
2tgx -3cotg x-1=0
Sol:
2tg x — 3 1=0
g x
tgx = 1i~.f1+24 _1+5
4 4
tg x :g x =56°18'35"+180%
tgx =-1 x =135°+180°%
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Cuestion 47:
cos? x —3sen?x =0
Sol:

1-sen’x —3sen’x =0

1
SON‘Xx = —
4
1

* _arcsenE =:-[
¥ = arcsen —l =
a 2

Cuestion 48:

Sen X — Cos” X =

M| =

Sol:

2 2 1
Sen’x - cos* x = =

{120“+360°k
2x =

=
240° 4+ 360%

Cuestion 49:
sen?2x = oos 60°

Sol:

senZx = cos 60°

2x =30°+360%
2x =150°+360%

Cuestion 50:
2cosx = 3lg x
Sol:
356N x
2CO0SX =

Cos X

2 (1 - senzx) =3sen x

2sen’x +3senx -2=0

1-4dsen’x =0
1

senx =+

%, = 30°+360°k

X, =150°+360°k
=210°+360°k
x4 =330°+360°k

2 2 1
cos’® x - sen’x = -

[ 60°+180°%
“|1120°+180°%

1
Senz2x = —
2

X =15°+180%%
X =75°+180%

2c0s° x = 3senx

2-2sen‘x =3senx

senxz—3i1,"§+16 _-3%5
4 4
senx—lzb x, =30°+360%
2 7 |x, =150°+360%

sen x =—2 Sin solucion porque -1 <senx <1
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Cuestion 51:

Resuelve estas ecuaciones:
a)2cosix+cosx—-1=0 b) 2sen‘x-1=0
iglx—igx=0 d) 2sen’x + 3cosx=3

_1+vV1+8 _-1x3 _ _~1/2 —>x1=6ﬂ°. x, = 300°

a) cosx = y i ~— ] — .xl,’=18{}° )

Las tres soluciones son vilidas (se comprueba en la ecuacion inicial).

b 2senix—-1=0 — senx=

I\.II bt
1
Ly
)
=
¥
I
[+

2 - -
*Si senx=— — x;=45° x,=135°

e 5i senx= _T- - X = —45% = 315°, Xy = 225°

Todas las soluciones son vilidas.
Oitgix—fgx=0 - gx(fgx-1=0 —
igx=0 — x, =0° x,=180°
i - — Aco . = P50
fgx=1 — X, 45°, xy, =225
Todas las soluciones son vilidas.
d)2sen~x+3cosx=3 2(l—cos“x)+3cosx=3
“l'Como sen?x+cosix=1 — sen*x=1-cos* x
2-_2costx+3cosx=3 5 2costx—3cosx+1=0

3+V9-8 _ 3

+

) 1
COsS X =

|

12

Entonces: ® 5i cosx=1 — x, =0°

I\.lli—'

* Si cosx — x, = 060° x, =-060°=300°

Las tres soluciones son vilidas.
Cuestion 52:

. Resuelve:

a)4cos 2x+3cosx=1 b) ig 2x + 2cos x =0

) V2 cos (x/2) - cos x = 1 d) 2sen x cos*x—6send x =0
a)dcos2x+3cosx=1 — 4(cos*x—sen?x)+3cosx=1 -
— 4(cos?x—-(1—-cos?x)+3cosx=1 > 4Qcos*x-1)+3cosx=1 —

— 8cos’x—-4+3cosx=1 = 8cos’x+3cosx-5=0 >

-3+ V9 + 160

EY 1 B e 1?...’10 = 5/8 = 0,625

o

|14+

N
—
(=)
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e Si cosx=0,025 — x = 51° 19" 4,13", x, = =512 19" 4,13"
e 5 cosx=-]1 — Xy = 180~

Al comprobar las soluciones, las tres son vilidas.

'} P
h}.{ql‘r+2¢os;r={} — "ft—q"}.;_g':mx:ﬂ -
I —ifg-x
g x sen x/cos x

—3 +cosx=0 —

1—1ig?x 1 — (sen? x/cos?® x)

+cosx=0 —

Sen X Ccos X
= 2 2
cas= X — s5en- X

+ecosx =0 — senxcosx + cosx [msl X — sen’ xy=0 —

— cosx(senx+cosix—senix)=0 — cosx(senx+1—senix—sen:x) —
S cosx(l+senx—-2senx)=0 —

cosx =10
- - v -1/2
{l +senx—2sen’x=0 — senx= w ==

* 5 cosx=0 — x; =90° x,=270°
e 5i senx= —% — X3 = 210°, x; = 330° = -30°

*5i senx=1 — x;=90°=x,

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son vilidas.

X 1+ cosx
C)NECGST—EGSI=1 — ﬁ\’f —cosx=1 —

—Vl+cosxy —cosx=1 = Vl-cosx =1+ cosx —

- l+cosx=1+cosix+2cosxy —= cosix+cosx=0 — cosx(cosx+11=0

e 5 cosx=0 — X = a0e, x, = 270°

* 5 cosx=-1 — Xy = 180~

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las tnicas vilidas son:

x) = 00% vy Xy = 180°

d)2senxcosix—0send?x=0 = 2senx(cosix—-3senix)=0 —

— 2senx(cosix+senx—4dsenix)=0 = 2senx(l—4senx)=0

5 senx=0 — x, =0° x,=180°
1

* Si sen” x = — senx = J_r% = xy = 30°, x; =150°, x5 = 2107, x = 330°

Comprobamos las soluciones y observamos que son vilidas todas ellas.
Cuestién 53:
Escribe, en radianes, la expresion general de todos los angulos que verifican:
a)igx= —\g

b) sen x = cos x
c)sen*x=1 d) sen x = ig x

a) x=120° + k- 360° o bien x = 300° + k- 3060°
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Las dos soluciones quedan recogidas en:

x=120"+ k- 180° = ETH +bkanrad=x con ked

byx= % +knrad con ked

. n
C)Si senx=1 - x= = + 2k 1 rad
- n
- Xx==+ kEnrad con keZ
.. AT F
Si semx=-1 - x= = + 2k rad

d) En ese caso debe ocurrir que:
O bien senx=0 — x=kmnrad

O bien cosx =1 — x=2kmrad
Cuestion 54:

Resuelve los siguientes sistemas:

} — x=knrad con ked

2) X+sen’y=2 0 COSX+COsy=1
x+costy=1 cos (x+y) =1
3 m
Senx-cosy=— X )m—=
4 2
b) 1 d) A
5 = 5en X+ 5eny=——
€os X 59“)’-4 Yy 7

Las soluciones de los sistemas quedan:

2,
a) x +sen ,‘/—2} _, Sumandoambas _ 5, . 1_3 —

x+cos’y =1 ecuaciones:

seny=1= seny=+1 = y:% y==

b) senx.cosy =
Sumando ambas
ecuaciones obtenemos: > S€N (X +¥)=1 = x+y =90° = x=90°~y

Ala blw

COS X -Seny =

Sustituyendo enla1® ecuacién: sen (90°—y)-cosy :% = cos’y :% = COSy = i%

= |y =30% x=60° ||y =150° x =300° || y =210° x =240° || y =330% x =120°|

De la 22 ecuacion

— No _—
obtenemos: = X+y=0° = x=-y

C) cosx +cosy =1
cos(x+y)=1
Sustituyendo enla1® ecuacion: cos(-y)+cosy =1 = 2cosy =1

1 y —60° | [y =300°
= COSY =5 = | x-300°| | x =60°
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d) x+y =90°

y =90°-x
V6 [ = sustituyendo enla 22 6
sen x +seny = - ustituyendo enla 2% ecuacion
senx+sen(90°—x):76 = 2¢sen45°-cos(90°—x):§
V3 y =75° y =15°
0 _ 3y Y& _ 0_12N0° A _ o_ o 2
= cos(45°-x) > = x-45°=30° 60 x-45°=330° =  — 150 o) =750
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