Matemdticas Aplicadas 32 ESO
UNIDAD 10y 11: FUNCIONES Y FUNCIONES POLINOMICAS
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Matemdticas Aplicadas 32 ESO
1. INTRODUCCION

Puntos y coordenadas
Para representar en el plano se toman dos rectas perpendiculares OX y OY, llamadas ejes de coordenadas. El eje OX
se llama eje de abscisas y el eje OY eje de ordenadas. El punto O es el origen de coordenadas.

Cada uno de estos ejes se gradla con numeros positivos y numeros negativos. De este modo, a cada punto P del
plano le corresponde un par de ndmeros (X, Y) que llamamos coordenadas del punto.

El 1°" nimero o 12 coordenada “ X ” corresponde al eje horizontal (abscisa).
El 22 ndmero & 22 coordenada “Y ” corresponde al eje vertical (ordenada)

Estos dos ejes dividen al plano en 4 cuadrantes como vemos en el siguiente dibujo:

il
Eje de ordenadaq (OY)

Segundo Cuadrante Primer Cuadrante
x<0 x>0

y=0 y=0

4 3
Eje de abscisas (0X)

Cuarto Cuadrante
x=0

Tercer Cuadrante
x=0

v=0 y=<0

Ejercicio 1: Representar en el plano los siguientes puntos (1, 2), (-3,4), (2,-5), (-4, -3)

2. CONCEPTO DE FUNCION

Definicién: Una funcidon es una relacidn entre dos magnitudes o variables numéricas, x e Y , tal que para cada
valor de X le corresponde un Unico valorde Yy .

La magnitud cuyos valores se pueden elegir libremente se denomina variable independiente y se suele designar por
laletra x .

La magnitud cuyos valores se obtienen por la relacidn funcional es la variable dependiente y se suele designar por la
letra Yy .

Una funcién, f , que asocia a cada valor de x un valor de Y la representamos por y = f(X) .

Eiemplo: Una funcién es la relacién Yy = 5x* -1 , expresa que la variable X depende de la variable Y, por eso se
llama a x variable independiente, y a Y variable dependiente.
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Matemdticas Aplicadas 32 ESO
Para visualizar el comportamiento de una funcién, recurrimos a su representacion grafica: sobre unos ejes
cartesianos, con sendas escalas, representamos las dos variables:
- La X sobre el eje horizontal o eje de abscisas.
-La Y sobre el eje vertical o eje de ordenadas.

Cada punto de la grafica tiene dos coordenadas, su abscisa, X, y su ordenada, Y . Asi, un punto es (X, y) .

Ejemplo: La primera gréafica corresponde a una funcién: a cada valor de x le corresponde un Unico valor de y.

La segunda grafica no es de una funcidn: hay valores de x que les corresponde mds de uny.

Ejercicio 2: Indica cudles de las siguientes representaciones corresponden a la grafica de una funcion.
Razona tu respuesta:
a) b) c)

1D
[~

Una funcidn se nos puede dar o presentar de diferentes formas

- MEDIANTE SU REPRESENTACION GRAFICA

Como mejor se puede apreciar el comportamiento global de una funcién es mediante su representacion grafica.
Por eso, siempre que pretendamos analizar una funcién, intentaremos representarla graficamente, cualquiera que
sea la forma en la cual, en principio, nos venga dada.

- MEDIANTE UN ENUNCIADO

Cuando una funcién viene dada por un enunciado o una descripcion, la idea que nos podemos hacer de ella es,
casi siempre, cuantitativamente poco precisa. Pero si el enunciado se acompafa con datos numéricos, la funcion
puede quedar perfectamente determinada.

- MEDIANTE UNA TABLA DE VALORES

Con frecuencia se nos dan los datos de una funcién mediante una tabla de valores en la cual se obtienen
directamente los datos buscados, aunque en otros casos, hay que efectuar complejos calculos para obtener lo que se
busca.

- MEDIANTE SU EXPRESION ANALITICA O FORMULA
La expresion analitica es la forma mas precisa y operativa de dar una funcién. Pero requiere un minucioso
estudio posterior.

© ManoloMat.com



Matemdticas Aplicadas 32 ESO
Definicién: Se llama dominio de definicién o simplemente dominio de una funcién f ,y se designa por Dom(f) , al

conjunto de valores de X para los cuales existe la funcién, es decir, para los cuales hay un f (X) .

El dominio se encuentra en el eje de abscisas o eje OX
Definicidon: La imagen o recorrido de una funcién es el conjunto de valores que toma la variable dependiente Y

(variable que se deduce de la variable independiente). Se representa por Im(f) o por Recorr(f) .
La imagen se encuentra en el eje de ordenadas o eje OY

Ejercicio 3: Indica el dominio y la imagen de cada una de las siguientes funciones dadas por su representacion
grafica:

=
=
W

)
S —<
LI
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Matemdticas Aplicadas 32 ESO

Ejercicio 4: Halla el dominio y la imagen de las funciones cuya grafica se representa a continuacién:

a) b)

Y Y

/
/
7] X 7] X
/
4
c) d)
NI l :
)
AN ]
\ . Fik)
NSan AN
— —] = - l“:f‘ r il
¥
e) f)
¥ ¥
5, N
3 T ™ (3 X B o ‘|.=
\

PUNTOS DE CORTE DE UNA FUNCION CON LOS EJES DE COORDENADAS

Son los puntos de interseccion de la funcién con los ejes:
Con el eje de abscisas (eje OX) son de la forma (X, O) , donde el valor X se calcula resolviendo la ecuacion

f (X) =0 o bien si tenemos la gréfica mirar los puntos que pasan por el eje horizontal (OX).
Con el eje de ordenadas (eje OY) son de la forma (0,y) donde Y se obtiene hallando f (0) o bien i

tenemos la grafica ver el punto que pasa por el eje vertical (OY).

Ejemplo: La funcidén siguiente tiene los puntos de corte con el eje de abscisas son: A(- 2,0) B(1,0) C(3,0); y con el eje
de ordenadas: D(0,3) como se puede observar en su grafica .
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Ejercicio 5: Calcula los puntos de corte de las siguientes funciones con los ejes:

a) b)
Y Y
/
/
7] X 7] X
/
y
c) d)
L~ [
-~ [
f [Ty
|
10 ] T
J! | jl
A
e) f)
¥ ¥
N
3 T 3 X I [ ‘|.=
\
3. CRECIMIENTO. MAXIMOS Y MINIMOS
b
Sixz)
Una funcién Yy = f (X) es creciente cuando al aumentar
la variable independiente aumenta también la variable foon)
dependiente, es decir, si X, <X, entonces i
F(x) < f(x,) > - e
Funcion creciente
xp =xz = Flx) = (x2)
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Una funcién Yy = f (X) es decreciente cuando al
aumentar la variable independiente disminuye la
variable dependiente, es decir, si X; <X, entonces

FOx)> ()

Jixwy)

Jixz)

0

Funcion decreciente

ap<=xr = flxn) = f(xa)

Una funcién Yy = f (X) es constante cuando al
aumentar la variable independiente, la variable
dependiente no varia, es decir, si X; <X, entonces

f(x)=1(x)

Sixq) = fixa)

0

Funcion consrante

x=xy = flx) =F(x2)

>

.1. 3 -11-

EXTREMOS. MAXIMOS Y MiNIMOS

Una funcién Yy = f(X) tiene un méaximo
relativo en un punto X = X, si, en valores

proximos a él, a la izquierda de ese punto
la funcién es creciente y a la derecha de
ese punto la funcién es decreciente; esto
es, si los valores préximos a él que toma
la funcién son menores.

0

Maximeo en x =xy

El punto xp tiene mayor ordenada. f (xp). que los demas
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Una funcién y = f (X) tiene un minimo relativo

en un punto X =X, si, en valores préximos a él, a

laizquierda de ese punto la funcidn es

decreciente y a la derecha de ese punto la funcién
es creciente; esto es, si los valores préximos a él

que toma la funcién son mayores.

El punto xp tiene menor ordenada. £ (xg). que los demas

Jixa)

) Xy LY

Minimeo en x=xy

No obstante, una funcidn puede presentar varios maximos y minimos. Para distinguirlos, definimos los siguientes

conceptos asociados.

- Unafuncién Yy = f (X) tiene un maximo (minimo) absoluto en un punto X = X, si los valores que toma

la funcién son todos menores (mayores) que su imagen f (XO) .

- Unafuncién y = f(X) tiene un maximo (minimo) relativo en un punto X = X, si los valores préximos a

él que toma la funcién son todos menores (mayores) que su imagen f(X;).

Eiemplo: A partir de la siguiente grafica (muestra el perfil de una etapa de la Vuelta Ciclista a Espaia) estudia el
crecimiento y decrecimiento de la funcién y los maximos y minimos.

m
1300 F—— o

1.2(H)

M) fffﬁf;ﬁxﬁmf
W N T

0 50 100 150

200 km

- Lafuncion es creciente en los intervalos [0, 50), (75,
150) y (175, 200).

- Lafuncioén es decreciente en los intervalos (50, 75),
(150, 175) y (200, 225].

- Presenta un maximo absoluto en x =200 (1.500 m es
la altitud maxima) y un minimo absoluto en x = 75 (300 m
es la altitud minima).

- Los maximos relativos los alcanza en los puntos x =
50 (900 m de altitud) y x = 150 (1.200 m de altitud).

- Los minimos relativos los alcanza en los puntos x =0
(600 m de altitud), x = 175 (600 m de altitud) y x = 225
(900 m de altitud).

Ejercicio 6: La grafica siguiente expresa la evolucidn del numero de nacimientos en una ciudad de Espafia.

§ 6
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Matemdticas Aplicadas 32 ESO
a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento del indice de natalidad.
b) éEn qué periodo de tiempo permanece constante la natalidad?
c) éEn qué afios se ha conseguido el mayor nimero de nacimientos? Indica los maximos y minimos de esta funcion.

Ejercicio 7: La grafica siguiente muestra como varia la profundidad del agua en un puerto durante un dia cualquiera.

of TN TN

E 10
E (= t t 1 ' \ | /
=
E 4 N~ 7
| N - - - e
1] 2 4 [ L] 10 12 14 16 15 2 22 24
Hora del dia

a) éA qué horas aumenta la profundidad? ¢Y a qué horas disminuye?

b) éA qué hora se produce la profundidad maxima? ¢Y la minima?

c) Fijate que de 13 a 20 horas la profundidad aumenta (crece la marea). ¢ Aumenta igual de rapido durante todo ese
periodo de tiempo?

Ejercicio 8: La grafica siguiente muestra la altura en metros del vuelo de un aguila en funcién del tiempo:

10%

90| a) Alos 15 s, el aguila ¢asciende o desciende?
,é 80
=701 b) éEn qué intervalos de tiempo el vuelo es ascendente? ¢En cuéles es
S 604
> descendente?
= 501
& 401
g 25 c) éEn qué instante alcanza la minima altura?
& 20

b d) ¢En qué instante o instantes esta el aguila a 60m del suelo?

1020 30 40 50 60 70 80 90100 o) i5e posa el dguila en tierra en algun instante?
Tiempo (s)

4. FUNCIONES POLINOMICAS

Una funcién polinémica es aquella funcidén que tiene por expresion algebraica un polinomio, es decir, es de la forma
y = P(X) donde P(X) es un polinomio.
El dominio de las funciones polinémicas es todo R , es decir, Dom(y) =R

Veamos ejemplo de funciones polinédmicas:
- f(X)=2 esunafuncién polinémica definida por un monomio de grado 0

- g(X) =2x+1 es una funcién polinémica definida por un monomio de grado 1
- y= x> —4X+3 es una funcién polinémica definida por un monomio de grado 2
- h(x)=x*-8 es una funcién polinémica definida por un monomio de grado 3

- y= x* —x? es una funcién polindmica definida por un monomio de grado 4

Nosotros vamos a estudiar sélo las de grado 0, 1y 2.
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en punto (0,Nn) como se puede ver en el grafico adjunto

Matemdticas Aplicadas 32 ESO
5. FUNCIONES POLINOMICAS CONSTANTES Y DE PRIMER GRADO

Las funciones constantes son aquellas de la forma f(X) =n . Su gréfica es una recta paralela el eje OX que pasa por

oY
(0.1) Jx)=n
—:1- 2 1 (0] 1 2= 3 i 0oX 6
Eiemplo: Las funciones constantes f(X) =2 y y=-1 tienen las siguientes grificas:
oY
i
0.2) S =2
o4
—!1- 2 1 O 1: 2: 3 5 OoX 6
14
oYy
2__
1__
2 1 o 2 3 4 OX 3
r=—1
* Y
(0.-1)
24

10
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Ejercicio 9: Representa graficamente las siguientes funciones constantes:

ay=3 b) f(x) =0 C)f(x):—%

Las funciones polinédmicas de primer grado, también llamadas funciones afines, son aquellas cuya ecuacién es del

tipo f (X) =MX+ N . Su representacién grafica es una recta en el plano.

/

O

A M se le conoce como pendiente de la rectay a N como ordenada en el origen.
Como caracteristicas tenemos:

- Sudominio estodo R

- Pasa por el punto (0,n)

- Sim>0, esdecir, positiva, la grafica es creciente
- Sim<O0, esdecir, negativa, la grafica es decreciente

Si m>0, es decir, positiva, la gréfica es creciente y Si m< 0, es decir, negativa, la gréfica es decreciente yes
€s como sigue: como sigue:

y=mx+tn

(0,m)

Dentro de las funciones afines podemos distinguir dos casos especiales para una funcién afin y=mx+n :

11
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-Sim=0,lafunciéon y=n
se denomina funcion
constante como ya hemos
visto anteriormente. Su
grafica es una recta paralela
al eje OX , que pasa por el
punto (0,n).

oY

0.1)

Six)=n

coordenadas (0,0)

-Sin=0,lafuncién y=mx se denomina
funcidn lineal y su grafica es una recta de
pendiente M que pasa por el origen de

mx

Para representar este tipo de funciones simplemente hemos de usar una tabla de valores para conocer distintos

puntos por donde pasa.

Ejemplo: Vamos a representar graficamente la funciéon y =—2X+1, para ello hacemos una tabla de valores

previamente. Ya sabemos que pasa por el punto (0,1) y que es decreciente.

X y
1 -1
-1 3
0 1

-

12
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Ejercicio 10: Representa graficamente las funciones afines siguientes;

a)y=2x-1 b)y=—x+3 c) f(X)=2x
d)f(x):%x+l e) f(x)=—x fly=x
g) f(X)=3x-5

Ejercicio 11: Ismael va a la fruteria y compra platanos a 1.50 €/Kg. Pero también compra un meldn que le cuesta 2 €.
Completa la tabla de la compra realizada en la fruteria en funcién de la cantidad de platanos que compray da la
expresion algebraica de la funcidn coste.
N2 Kg de
platanos

0 1 2 3 5

Coste total

Ejercicio 12: Calcula los puntos de corte de las siguientes rectas con los ejes coordenadas:

a)y=2x-6 b)y=—x+5 c) f(X)=2x
d)f(x):%x+l

6. FUNCIONES POLINOMICAS DE SEGUNDO GRADO (funciones cuadraticas)

Las funciones polinédmicas de segundo grado, también llamadas funciones cuadraticas son aquellas cuya ecuacién es
del tipo: f(x)=a-x*+b-x+c con a=0

Algunas de sus caracteristicas principales son:

- Sudominio es todo [E

- Su grafica es una parabola, simétrica respecto a eje de simetria que pasa por su vértice.

- Si a>0 0el vértice de es un minimo absoluto. Es una funcién convexa (tiene forma de U)
i
!
]

Eje dd sinetria

f)=a-2+b-x+c

con @>0

i V vértice de lapardbola
]
|

- Sia<0 elvértice es un maximo absoluto. Es una funcién cdncava (tiene forma de ()

13
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'
l‘.'

vértice de lapardbola

f()=a-2+b-x+c
con @=0

. I, i
Eje deismema

2a 4.a

Vamos a realizar el proceso de representar una parabola y para ello hay que seguir una serie de pasos que vamos a
ver mediante un ejemplo:

-b  b*-4.a-c
- Elvértice de la pardbolaes V = (— ——j

. e . 2
Eiemplo: Representa graficamente la parabola y = X* —5x+4
Vamos a ir viendo paso a paso las caracteristicas de la pardbola
- Curvatura: En este caso tenemos que a =1, luego la pardbola es convexa

\_/

2
b b— , teniendo en cuenta que a=1, b=-5yc=4
2a 4.a

V:[_(_S),—(_5)2_4'1‘4]:>V [5 _gj
2-1 4.1 2 4

Ya tenemos un punto por donde pasa la pardbolay es el vértice, que en este caso es el minimo absoluto

- Vértice: Lo calculamos con V =

o
rad
-9
o

14
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i
Cortes eje OX:
2 T
=X"—-5x+4
Resolvemos y S>x?-5x+4=0>
y=0
1 (1.0) 5/2 (4.0)

X= {4 Por tanto, los puntos de corte son: (1,0) y 2 1o ¢ Pyt ¢ ’

O .
(410) o Veértice

an (xo.y0)
0.4) :L
Corte eje OY: : (1:) .2 (43) :
Como sabemos el punto es (O,C): (0,4) too : : ' ’
0/4 Gl EEEEEEEREEEERERES .
Vértice

a (xo.y0)
Tabla de valores: En este caso damos pocos valores, 0.4) @ °
pues tenemos suficiente informacién para dibujarla
ya:

X 2 |3 |5 T
2 |12 |4 (1,0) 512 (4.0)
Tt &+
9;,.4-2‘: ............. ..-. ®
Vértice
at (x0.y0)

Ya procedemos al dibujarla y nos resulta:

ot
ot

15
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9
Ademas, como ya tenemos la grafica: Recorr(f) = |:_Z : +ooj

Eiemplo: Representa graficamente la parabola y = —2x* —1
- Curvatura: En este caso tenemos que a =—2 , luego la pardbola es cdncava

- -0
- Veértice: X, = m =0-> Yy, =-1.Luego V(0,-1)

— _9y2 _
y =—2X 19
y=0

- Corte eje OX: Resolvemos { —2x%—1=0 - No existen soluciones, no hay cortes

- Corte eje QY: Como sabemos el punto es (O,C) = (O,—l) . Coincide con el vértice

- Tabla de valores:

1 -1 -3
-3 /-39 |9 |-19 |-19

N
|
N
w

Con los datos anteriores nos debe salir la siguiente grafica:

o

16
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Ademas, como ya tenemos la grafica: Im(f) = (- oo,—l]

Eiemplo: Lo mismo para Yy = 4x° +12x +9

, -3
Este ejemplo os lo dejo a vosotros el estudio detallado, pero resulta que es convexa, tiene vértice en (7 ,0 1, que

coincide con el Unico punto de corte con OX y el punto de corte con OY es (0,9). La gréfica es:

y = 4x"2+12x+9

[=2)
L
b
o N
ot
o
ot

Ademés, como ya tenemos la gréfica: Recorr(f) = [0,4o0)

NOTA: Hay una pardbola especial conocida como parabola canénica que es f(X) = X2, gue es la mas simple de

todas ellas y la mas facil de representar y se suele usar muy a menudo. La grafica es la siguiente:

17
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Ejercicio 13: Representa graficamente las funciones afines siguientes;

a)y=x"—4x+3 b)y=x*—4 c) f(X)=—x*+5x—4
d) f(x)=2x"-8 e)y=-2x"—x+2 fly=x*+3

g) T (X) =—x*+3x g) FT(X)=x"+x+1 h) f(x) =—2x°+18
Ejercicio 14:

a) Representa la parabola y = x*—2x-3
b) Representa larecta Y =X—5en el mismo sistema que la parabola anterior.

c) Calculalos puntos de corte de la recta y la parabola

18
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