Ejercicios resueltos Matemdticas Il de 22 Bachillerato

EJERCICIOS RESUELTOS DE MATRICES

Ejercicio 1:
: (7 -2 (-3 0 '

Dadas las matrices A = (3 1 ] v B= (_2 2], calcula:

a)—24 + 3B b)%A-B )B-(-4)  dA-A-B-B

(23 4 (1772 =2 (216 (43 —16) 9 0) [34 —16)
a) (_—12 4) D 112 1) 2 (_8 —6) D (_24 5/ \2 4_)_(_22 9
Ejercicio 2:

- . 1 -1,/(0
Efectia el producto (=3 2) (5 > ](l)

a ()=

Ejercicio 3:
a) ;Son iguales las matrices A = (i] v B=(2 3)?

b) Halla, si es posible, las matrices AB; BA;: A + B; A'— B.

a) No, A tiene dimension 2 x 1 y B tiene dimension 1 x 2. Para que dos matri-
ces sean iguales, deben tener la misma dimension y coincidir término a término.

4 6 . . ) :
byA-B-= [("j 9)" B-A=(1 3); A+ B no se puede hacer, pues no tienen la mis-
ma dimension.

A'-B=(2 3)-(2 3)=0 0

Ejercicio 4:

— _1—21] _(40—1) _
Dadas las matrices: 4 ( 30 1 B 21 0 comprueba que:

AA+B=A"+ B
b) (34) = 34!

1
S t
worenr=( 3821
1

1 3 4 -2 51
-2 0(+{0 1 ]=1-21
1 1 -1 0 0 1/

(A+B)!=A"+ B

Al + Bl =
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b‘.}(‘ﬁAﬁ)f=(5 -6 5)f=(_56 g]

C
9 0 3 3 3
r (3A) = 3A!
1 3 3 9
34t=3|-2 0|=[-6 0
1 1 3 3
Ejercicio 5:
Calcula 344'- 21, siendo A = [g ‘12)
3 1\(3 5) (2 0) (10 1?] (2 0)
f_ = _ = _ =
A AT =2l 3(5 2)(1 2 0 2 3 17 29 0 2
:(50 51)_(2 n)z(za 51
51 87 0 2 51 85
Ejercicio 6:
. 3 -1 -1 2
Dadas las matrices A=(2 _%) YB=[0 l),mmpruehaque (A-BY=HB-A
__—35 ._.!_—5—2
A B_(—z 1] - B'}_(S 1)
10y (3 2 3 -2 A
T . _ [ —=
goa= (505 5)-(5 7)
Ejercicio 7:

Calcula, en cada caso, la matriz B que verifica la igualdad:

a)(3 e | 5)+B=(4 0 6)

Lo 3B o 2 2

w23 587 5

o=(s 5 3)-(07 3142 4)

m2(3 5)-em- (7 5) - em-2(5 5)-(0 4)- (5 5)
5-(5 )
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Ejercicio 8:

Comprueba que la matriz inversa de 4 es A !:

1 2 1 3 -6 -1
A=10 1 0 Al=10 1 ©

2 0 3 -2 4 1
A-A1=7
Ejercicio 9:

;Cual es la matriz inversa de la matriz unidad?

La matriz unidad, 71

Ejercicio 10:

Halla las matrices X e Y que verifican el sistema

, 1 ﬂ _P —w
2X+Y—b o) X-¥=(; 7,
_ N ﬂ
2X+}_b nl

Sumando las dos ecuaciones, queda:

x-v=(1 )]

x-(35) - x=(77 )

Despejamos Y en la 22 ecuacion:
== o )= (57 o)-6 =157 )
}_X_“ o/ ‘1 o/ \1 o/ Vo o0

2/3 1) , },=(—1x5 2)

" - =
Por tanto, X ( 1 0 0 0

Ejercicio 11:

Calcula X tal que X— B?* =4 - B, siendo:

1 0 1 1 0 -1
4=/1 1 0 B=|1 1 1
0 0 2 0O 0 1
X=A-B+ B2
1 0 0
A-B=|2 1 0
0 0 2 2 0 =2
X=14 2 1
1 0 -2 0O 0 3
B2=|2 1 1
0 0 1
3
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Ejercicio 12:

Determina los valores de m para los cuales

5

n 0
" ) verifique X3—5X+ I=0.

X=[0 2

, 5 _mﬂ)(mn) 5(m0) (1 n)_
X-5 X+l (02 0o 2/7"2\0 2) o 1

_(m? 0 5 (m 0]+(1 n]_ m?—(5/2ym + 1 0 _(n n]
Vo 4) 210 2 0o 1/ 0 o] o o

Tiene que cumplirse que:

mz—%m+1=0 S 2m2_Sm+2=0 —

— = 2
_ m:‘ji\-zty—lf’u:-_‘aiﬁ:/m 1
Hav dos soluciones: m,=2; m, = 1
’ 2
Ejercicio 13:
(3 2)G)-53)0)
Resuelve: (3 A y )12
5 2)G)-0 206 -
3 2 ¥ p —1/\2
( X —y ) (3+2x] x— p=3+2x x+y=-3
y _ — . .
3o + 2y 3y— 2 3x + 2y =3p—2 3x—y=-2
Sumando: 4x=-5 — &= _TS — y=-3-x=-3+ l = _T?
Solucion: x = i Y= =7
4 4
Ejercicio 14:
4 5 -1
Dada la matriz 4=|-3 —4 1 |, calcula 42, 43, ..., A128,
-3 —4 0
4 4 1 1 0 0
A2=A4-A=|-3 3 1|, A3=42-4=|0 1 0|=F A1=A43-A=]-A=A
0 1 -1 0O 0 1
4 4 1
A128 =A—'|'2-3+2 — (’Aﬁ)‘ﬂ - A2 = 1—12 A= - A2 =42=|-3 -3 -1
0 1 -1
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Ejercicio 15:
5 —4 2
Comprueba que 42 =241, siendo: A= 2 -1 1 | e I la matriz unidad
de orden 3. —4 4 -1

Utiliza esa igualdad para calcular A*.

9 -8 4
A2=A-A=(4 -3 2)
-5 8 =3
b A2 =24 T
10 -8 4 1 0 0 9 -8 4
gA__;e:( 4 -2 2 )__(n 1 ﬂ)::( 4 -3 2 )
-8 8 -2 0o 0 1 -8 8 -3

Calculamos A*:
At = (A2 =24A-12=2A-1)(2A-1)=4A2-24A - 24 + I* =
= 4(2A—1)—4A+ T=8A — 4] —4A + [ = 44 — 3] =
S 4 2 1 0 0 20 —16 8 3 0 0 17 —16 8
=402 -1 1|-3[0 1 0o|l=| 8 —4 4]|-l0 3 0]=| 8 —7 4
—4 4 -1 0 0 1 16 16 —4 0o 0 3 16 16 -7

Ejercicio 16:
Calcula A" v B" siendo: A=

1 1/7 1/7
0 1 9 )(

0 0 1

0 3

1 1/7 1/7 1 2/7 2/7
0 1 0 ) = ( o 1 0 )
0 0 1 a 0 1

1 2/7 2/7 1 1/7 1/7 1 3/7 3/7
o 1 0 0 1 0 =10 1 0

0O 0 1 0 0 1 0 0 1

(1], 1/7 1::’;7’) B=(1 l})
0 1

e A2 =4 - A4 =

A3 =42 . 4 =

1 w/7 /7

Asi, A" = (0 1 0 ) Lo probamos por induccion:
0 0 1

Acabamos de comprobar que para n = 2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que es cierto para 1 — 1:

1 9w—-1/7 n—1/7 1 1/7 1/7 1 »w/7 n/7
A= A4"-1. 4 =10 1 (0] 10 1 0 =10 1 (0]

0 0 1 0o o0 1 0o 0 1
1 ﬂ)(] n) (1 fl) (1 n)
- Z: = =
B h) 3/\o 3 0 32 0 9

w-mn= (3 9)(5 )= (5 5)-(s

5
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1 0
Por tanto, B" = ( 0 3" ) Lo probamos por induccion:

Igual que en el caso anterior, para »n = 2 se cumple.

Suponemos que es cierto para n — 1:

. 1 0 1 0 1 0
o pin—1 . — . =
B = B B (O 5”— |) (O 5) (O 5”)

Ejercicio 17:
0 2 -1
Dada lamatriz A=|0 0 1 | prueba que A3 es la matriz nula.
0 0 0

Demuestra después que la matriz I+ A + A*> es la matriz inversa de I— A.

& Multiplica 1+ A+ A por I—A.

0 0 2 0 0 0
0 0 0], A3=4%2-4=|0 0 0

0 0 0 0 0 0

A% =

Veamos que [+ A + A% es la inversa de 1— A:
U+ A+ADT-AD=T-A+A-A*+A42 - A=1-A>=1-0=1

Como (I+A+ A% -(I—-A)=1 entonces I+ A+ A% es la inversa de [— A.

Ejercicio 18:
3 0 8
Dadalamatriz A=| 3 -1 6 | compruebaque (4 + I)? =0 yexpresa A% co-
-2 0 -5

mo combinacion linealde 4 e I

3 0 8 1 0 0 4 0 8
A+I=(5 -1 6)+((} 1 0)=(3 0 ﬁ)

-2 0 -5 0 0 1 -2 0 -4
4 0 8 4 0 8 0 0 0
A+D2=|3 0 6|3 0 6|=|0 0 0
-2 0 —4/\-2 0 -4 0 0 0

Expresamos A% como combinacién lineal de A4 e I
A+D?=0 = A+DUA+D=A’+A+A+[=A2+24+1=0 —
— Af=24-1
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Ejercicio 19:

a) Comprueba que la inversade 4 es A !:

5 0 2 1/5 -2/5 0
A=|0 0 1 A1=|-3/5 6/5 1
3 1 0 0 1 0
b) Calcula la matriz X que verifica XA = B, siendo A4 la matriz anterior y
B=(1 -2 3).
a)A-AT1=1

MHXA=B — X-A-A'=B-A! - X=B- A"

Por tanto:

1/5 -2/5 0
X=(1 -2 3|35 6/5 1 :(; 1 _2)
0 1 0 2 2
Ejercicio 20:
Halla X e Y sabiendo que 5X + %Y=( = 0) v 3X+2Y=( 1 —1)_
) —4 15 -2 9
2 0 -6 0
5 "= _1SX¥ _ OV =
sx+3v=( " 13]1 1sx—ov=(5 O L
Sumando: ¥ = ( - )
5X+2Y'—(] _]] 15X + 10}’—( 2 _5} 2.0
"2 0)) 7 a0 45

3x=(_12 —91)—2}/'=(_12 _9]]—2[—21 —0‘3]=(_36 3) N X=(_12 g)
Solucion: X=( 1 :2] Y = (—1 —5)

Ejercicio 21:

Una compaiiia de muebles fabrica butacas, mecedoras v sillas, v cada una de
ellas de tres modelos: E (economico), M (medio) v L (Iujo). Cada mes produ-
ce 20 modelos E, 15 M v 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 M v 5 L de mecedo-
ras, v 18 modelos E, 20 M v 12 L de sillas. Representa esta informacién en
una matriz v calcula la produccion de un afo.

E M L
BUTACAS 20 15 10
Cada mes: MECEDORAS ( 12 8 5 )
SILLAS 18 20 12

E M L
20 15 10 BUTACAS 240 180 120
12 - (12 8 5 ) = MECEDORAS ( 144 96 60 )
18 20 12 SILLAS 216 240 144

Cada ano:
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En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 v L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequenas vy 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequefias v 4 gran-
des, y las L5, 6 pequeiias v 5 grandes. Cada ventana pequeila tiene 2 cristales
Vv 4 bisagras, v las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el niimero y tamaiio de ventanas de cada
vivienda y otra que exprese €l niimero de cristales y bisagras de cada tipo

de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el mimero de cristales v de bisagras de cada ti-

po de vivienda.

L4 |5 4]; (,
G 4
Ls \e 5
P G
L3 /4 3 P (2:
b) L4 |5 4) G (4
s \6 5 '
Ejercicio 23:

B

)

6

B

4 L_j)
6_) = L4

L5

C B
20 34
(26 44)
32 54

Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) yv opacas (O).
De cada tipo se hacen cuatro modelos: M, M,, M,y M.

T o
M, (300 200
M, [ 400 250
M; | 250 180
M, \500 300

Esta tabla muestra la produccion semanal de bombillas
de cada tipo v modelo.

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M, €l 5% en el
M,, el8% enelM;yvel 10%enel M.

Calcula la matwriz que expresa el niimero de bombillas transparentes y opa-
cas, buenas v defectuosas, que se producen.

“+

09)

M, M, M; M,
D (’0,02 0,05 0,08 0,1
B 10,98 095 092
Ejercicio 24:

Halla todas las matrices X de la forma (

a 1 0 a 1
Xzz(() b ])(ﬂ b

0 0 ¢ 0 0
az=1 a= =1
a+b=0| a=-b
B2 =1 b==+1
b+c=0| c=-b
5'2:1 [ +1

Hay dos soluciones: (

0
1
c

1
0
0

M

M,
2
M,

M,

=1
-1
1 0
11

0

1

T
300
400
250
500

O
200 T O T O
250 - D 96 60,9 ) - D ( 96 61 )
180 B [ 1354 869,1 B 11354 869
300
a 1 0 1 0 1
0 b 1) tales que X?Z = (0 1 0).
0 0 ¢ 0 0 1

al a+ b 1 1 0O 1
0 b2 b+c|=|0 1 0
0 0 ot 0 0 1
— b=-1 — c= 1
- b= 1 — c=-1
-1 1 0
y [0 1 1
0 0 -1
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Ejercicio 25:
0 3 4
Dada la matriz: A=| 1 —4 —5| prueba que se verifica 43 + I'= 0 vy utiliza
-1 3 4

esta igualdad para obtener A'°.

o Haz A" = (43)3- A y ten en cuenta que A3 = —1I.

-1 0 1 -1 0 0 0 0 0
A2=11 4 4|, A2={0-1 0| - A>+71=|0 0 0O
-1-3 3 0 0 -1 0 0 0

Obtenemos A!Y (teniendo en cuenta que A3+ T1=0 — A3=_I)

0 -3 —4
A=A - A=(D3-A=-1-A=-A=|-1 4 5
1 3 4

Ejercicio 26:

Justifica por qué no es cierta la igualdad: (4 + B) - (4— B) = A*> - B* cuando A
v B son dos matrices cualesquiera.

(A+B)-(A—B)=A%*—- AB + BA — B?
Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; y, en general, no es
cierto para dos matrices cualesquiera.
Ejercicio 27:
Sea A una matriz de dimension 2 x 3:
a) ;Existe una matriz B tal que A4 - B sea una matriz de una sola fila?

b) ;Y para B- A?

1 00
Pon un ejemplo para cada caso, siendo: 4 = ( > 1 0)
o . _ 1 0 0
a) No; A - B tendra 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando A = | 1 0
: 2
1
v B=|2|, tenemos que: A- B = (4]
0

b) Si; si tomamos una matriz de dimensién 1 x 2 (ha de tener dos columnas para
poder multiplicar B - A), el resultado tendrd una sola fila. Por ejemplo:

(] 0 0

SiA=1, 1 9

J vy B=(1 2), entonces B-A=(5 2 0)
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Ejercicio 28:

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que ;=0 si i#j (4 esuna ma-
triz diagonal). Prueba que el producto de dos matrices diagonales es una
matriz diagonal.

a, 0 0 b, 0 0
Si A=|0 ay, 0]y B=|0 by, 0| suproducto es:
0 0 a, 0 0 by
a,,by 0 0
A-B=| 0  ayb,, 0 ) que también es una matriz diagonal.
0 0 rAr%f's'ﬂ3
Ejercicio 29:
Sean A = (a ”.)m‘ . B= (bﬁ) np? C= (c”,) :Qué condiciones deben cumplir

T
P, g Y r para que se¢ puedan efecmar‘las siguientes operaciones?

a)A-C-B b)A-(B+C)
an=g=r byn=qg p=r
10
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