HOJA 1 DE EJERCICIOS RESUELTOS
UNIDAD 6: PRODUCTO VECTORIAL Y MIXTO. APLICACIONES

Ejercicio 1:
Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es per-
pendiculara © ya o

mx-2y=5 o:2x+2z=1

Un vector normal al plano es: (1, -2, 0) x (2, 0, 1) = (-2, -1, 4)

La ecuacién del plano serda: -2x - y+ 4z=10
Ejercicio 2:

Calcula la distancia entre las dos rectas dadas mediante cada uno de los tres mé-
todos aprendidos:

x=13+12AL x=06
r:i y= 2 s:9 y=6+n
z= 8 + 5A z=-9

® Primer método:

Hallamos el plano, m, que contiene a r y es paralelo a s

%E'lﬂhf’)f}v; } (12,0,5) x (0, 1,0) = (5,0, 12) L =

El punto (13, 2, 8) es de r, vy, por tanto, de .
Ecuacion de m: -5(x-13) + 0(y - 2) + 12(z - 8) =0, es decir:
S5x+122-31=0

dist (r, s) = dist (s, @) = dist (6, 6, -9), o] = 1.=20 =108 - 31] _ 169 _ 4

V25 + 144 13

W Segundo método:
Punto genérico de rm R(13 + 12A, 2, 8 + 54)
Punto genérico de s S(6. 6 + p, -9)

Un vector genérico que tenga su origen en r y su extremo en § es:

—}
RS= (-7 - 12\, 4 + u, 17 = 53)



—
De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular a las dos

rectas:
—
RS-(12,0,5)=0 — -169A-169=0 — A=-I

ﬁ\
RS-(0,1,00)=0 — 4+u=0 5 u=-4

Sustituyendo en r y en s obtenemos los puntos R y 5 R(l, 2, 3), 5(6, 2, -9).
dist (r, s) = dist (R, §) = | (5,0, -12) | = V25 + 144 =169 =13

B Tercer método:

— = —
Volumen del paralelepipedo _ &S, d, dT]

dist (r, s) = Area de la base |a>x q |

R(13,2,8  d(12,0,5)

$(6,6,-9)  d(,1,0)

ﬁ\

RS(-7, 4, -17)

— -7 4 -17

RS, d,d|=112 0 5 |=-169 — Volumen =169
0 1 0

|dxd|=|(-5 0, 12)| = V25 + 144 = V169 = 13

Por tanto: dist (r, ) = % 13

Ejercicio 3:
Calcula el drea del triangulo que tiene sus vértices en estos puntos: A(1, 3, 5),

B(2,5,.8) y C(5,1,-11)

AB(1, 2, 3) N
ABx AC = (=26, 28, -10)

AC(4, -2, ~16)

(ABx AC| = 267+ 287 + 102 — V1560

V1560 _ 1975 2

Area del triangulo = 5




Ejercicio 4:

Calcula el volumen de un tetraedro cuyos vértices son 4(2, 1, 4), B(1, 0, 2),
C{4+ 3! 2} y D(lg 51 B)-

ﬁ

AB(-1, -1, -2) L

— — = — D
AC(2,2,-2) | 1AB AC AD|=|2 2 -2|=-30
— 14 2
AD(-1, 4, 2)

Volumen = % =5u?
Ejercicio 5:
Calcula el area total y el volumen del tetraedro de vértices:

A2,3,1), B4,1,-2), C(6,3,7), D(-5,-4,8)
¢ Area del triangulo ABC:
— =
AB x AC = (2, -2, -3) x (4,0, 6) = (-12, -24, §)
— = _
ABx AC| _ 784 _ 28

Area = =

2 2 2
« Area del tridangulo ABD:

= 14 u?

— =
AB x AD= (2, -2, -3) x (-7, -7, T) = (~35, 7, -28)

e Area del triangulo ACD:
— =
ACx AD= (4,0, 6) x (-7, -7, 7) = (42, -70, -28)

— = —

|ACx AD| 7448
2 -2

* Area del triangulo BCD:

Area =

= 43,15 u?

— =
BCx BD= (2,2, 9) x (-9, -5, 10) = (65, 101, 8)

— — —
|BCx BD| 14490

_ 2
5 = 5 60,19 u

Area =

e Area total = 14 + 22.68 + 43.15 + 60,19 = 140.02 u?



— — —
+ Volumen: AB(2, -2,-3) AC(4,0,6) AD(-T,-7,7)

2 2 _3
4 0 6|=308 — Volumen =% _5133.3
777 6

Ejercicio 6:

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el
plano: 6x-5y+3z-1=0

= Recuerda que V= 1/3 - drea base x altura.

En este caso es muy sencillo obtener ambas por ser un tetraedro con tres aristas
perpendiculares enire si.

Hazlo también utilizando el producto mixto y comprueba que obtienes el mismo re-
sultado.

« Hallamos los vértices:

_ - _ 1 L
y=z=0 — X= & — BG’D’U)
x=z=0 — y=—i - clo, -+ D]

5 ] 5"

0(0, 0, 0)

* Lo calculamos utilizando el producto mixto:

o s |00 s |
V== [I0AOBOCI|= |+ [1/6 0 0 f[=c0u
0 -1/5 0




Ejercicio 7:
3 -4
Halla la ecuacién del plano perpendicular a la recta X; = y3 = ;
y que pasa por el punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada
por el plano anterior y los tres planos coordenados.

Un vector normal al plano es ﬁ}(Ef 3, 4).
La ecuacion del plano es: 2(x + 1) + 3(y-1) +4(z- 0) =0
2x+3y+4z-1=0

Calculamos los vértices:

(
x=y=0 — z=% — AU,{L%]
y—z-0 - x-+ - BFLU[}]

2 27
x=z=0 — y-4+ CFUL[}]
3 3’
0(0, 0, 0)
SR S 0 SRS S O DD S
Volumen—ﬁ (4 5 3) Tag "

Ejercicio 8:
Determina la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 2, 2) y es perpendicular a
las rectas r; y ry:

o x+2y-3z-1=0 . 3x- v+ 3z
"l x+2y- z =0 2 x+ 4y -2

0
0
Obtenemos los vectores direcciéon de las rectas r; y 1y
ri (1,2, -3)x (1,2, -1) = (4,-2,0) — d;(2 -1,0)
ry (3, -1,3) x (1, 4,0) = (-12, 3, 13) = d,

La recta que buscamos ha de ser perpendiculara r; ya r;:

2, -1, 0) x (-12, 3, 13) = (=26, -52, -12) — d(13, 26, 6)

Como pasa por el punto P(1, 2, 2), sus ecuaciones son:

x=1+ 131
y=2+26A o bien x-1_JY-2_2z-2
z=2+ 6L 13 26 6



Ejercicio 9:
x+ y-z+1=0

Halla la ecuacion del plano © que contiene a la recta r: {
xX+2y+ 2z =0

y es ortogonal al plano c:2x - y+3z+ 1=0.

Obtén también las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por © y G.

Obtenemos un punto y un vector direccion de la recta r
Pl,-1,1)er — P(l,-1,1)en
(1,1, -D)x(1,2,)=3, -2 )=d//r — dB, -2 1) /=
Si m es ortogonal a @, el vector normal de G es paralelo a

5}0(2, -,3)1loc — (2.-1,3)// =
Obtenemos un vector normal a m (3, -2, 1) x (2, -1, 3) = (-5, -7,1) — (5.7, -1)
La ecuacion del plano w es: 5(x-1)+7(y+1)-1(z-1) =0
x+Ty—-z+3=0

» Ecuaciones paramétricas de la recta determinada por m vy G:

mox+Ty—- z+3=0
o:2x—- y+3z+1=0

Vector direccion de la recta: (5, 7, —-1) x (2, -1, 3) = (20, -17, -19)

Punto de la recta:

|
}/=__
x=0 — Ty- z+3=0 2 ( _L_l)
1 0}’ 1 ¥O-7-3
2

—-y+3z+ 1= L
x = 20
Ecuaciones de larecta: { 2~ ~ _é — 17A
Z=——é— 19
Ejercicio 10:
Dados la recta r:;: 1;}": z;l yvel plano m x + 3y - 3z + 3 = 0,

halla el plano que contiene a r y es perpendicular a m.

r_%:y;l _ Zgl —  P(0,1,-1); d2, -1, 3)

mx+3y-3z+3=0 — nl(l, 3 -3)

El plano sera paralelo a d yan ycontendraa P.
Un vector normal sera: (2, -1, 3) x (1,3, -3)=(-6,9,7) — (6, -9, -7)

La ecuacion del plano es: 6(x - 0) -9(y-1) -7T(z+1) =0
bx -9y -Tz+2=0



Ejercicio 11:

Determina la perpendicular comiin a las rectas:

p L X y=z+14 ol X- 2=10
|l x+2y= 7 ) y+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

)Xt y=2Z+ 4 | Restando la 12 ecuacién ala 2% y=3 -z
X+ 2y=1 x=T-2y=T-2B3-2=1+2z

x=1+2
riy=3-A — Unpunto genéricode r es: R(l +2A 3 -4, A)
zZ=A

2
-3 — Un punto genérico de s es: 5(2, -3, n)

I

X
x-2=0 ,
E{y+3=0} —o® };

ﬁ.
Un vector genérico de origen en r y extremo en s es: KS(1 -2A, -6 + A, u - A)

Este vector debe ser perpendiculara r ya s

%
RS-(2,-1,)=0 — 2-4A+6-L+p-r=0 — —6,«1+p+8=0}
%

RS-(0,0,)=0 - p-A=0 — pu=»x

5h+8=0 > A= p-2
Asi:
PR
0 S = 22 -
>RS(_?+ = 0] = d(1, 2,0
8
sfz.s.¢)

La perpendicular comtin a las rectas es:

X=2+A
y=-3+2A
z=8/5



Ejercicio 12:

Dados la recta r: {X_y 2§+43i3 yvelplano n: x+ 2y + 3z-1 =0,

halla la ecuacion de una recta situada en el plano n, que pase por el punto
P(2,1, -1) y sea perpendicular a r.
Un vector direccion de r es: (1,0, -2) x (0, 1, -1) = (2, 1, 1)

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a (1, 2, 3)
(pues esta situada en el plano m). Un vector direccién de la recta es:

2 1, 1)x(1,23) =(1,-53)

El punto P(2, 1, -1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada. Lue-
go la recta es:

X=2+ A
y=1-5L
z=-1+ 3A

Ejercicio 13:

Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta de ecuaciones paramétri-
cas: (-1+3A, 1+24, 2+ A) yesperpendicular al plano 2x+ y-3z+4=0.

Determina también el angulo formado por la recta y el plano dados.

Un vector normal al plano es: (3, 2, 1) x (2,1, -3) = (-7, 11,-1) — (7,-11,1)

Un punto del plano es (-1, 1, 2) (pues contiene a la recta).

* La ecuacién del plano sera:
Tx+1)-11(y-1)+1(z-2) =0
Ix-1ly+z+16=0

« Angulo formado por la recta y el plano dados:

di3, 2 1); n(2 1, -3)

d-®W| _ 6+2-3 5
ld||m| Vi4-v14 14

cos (90° — o) = = 0,357

90° - =69"4"31" — o =20°5529"



Ejercicio 14:

Sean los puntos P(3,1,5)y Q(-1, 7, 3). Por el punto medio del segmento
PQ trazamos un plano n perpendicular a dicho segmento. Este plano corta
a los ejes coordenados en los puntos 4, B y C.

a) Escribe la ecuacion de .

b) Calcula el drea del triangulo ABC.

—
a) El plano es perpendicular al vector PQ(-4, 6, -2); un vector normal al plano es

(2, -3, 1).

Pasa por el punto medio del segmento PQ: M(1, 4, 4).

La ecuacién del plano es: 2(x-1) -3(y-4) +1(z-4) =0

m2x-3y+z+6=0
b) Hallamos los vértices del triangulo:

y=z=0 — 2x+6=0 — x=-3 — A(-3, 0 0)
x=z=0 — 3y+6=0 — y= 2 — B0 20
x=y=0 —- z+6=0 —- z=-6 — ((0,0, -6)

—>

ﬁ,
AB(3,2,0) AC(3, 0, -6)
— — — —
ABx AC= (-12,18, -6) — |ABx AC|= 504

ABx AC| 504
Area = ><2 = \"5204 = 11,22 u?
Ejercicio 15:

Sea r, larecta que pasa por A(2,4,0) y B(6,2,0) ysea r, larecta que
pasapor C(0,0,7) y D(3,2,0).

Obtén, de manera razonada, la distancia entre r; y n,.

» Escribimos las rectas en forma paramétrica:

—
ri: AB(4,-2,0) // (2, -1, 0)

xX=2+ 2\
rip yy=4-1
z=10



%
ry: CD@3, 2, -7)

x=3u
ryy {y=2u
z=1-Tu

* Estudiamos la posicion relativa de r; y 1y

ﬁ.

AC(-2, 4, T)
2 3 -2
-1 2 -4|=-21#0 — Las rectas se cruzan.
0 -7 7

* Hallamos la distancia entre r; y r;:

, _ Volumen del paralelepipedo 21 B
dist (ry, 1) = Rrea de la base ST L 0xBG 2N
—) 2l 122

(7,147~ 208

Ejercicio 16:

Calcula la distancia entre las siguientes rectas:

. X - Z:—z . X - z:[}
r.{ y-z=-4 S'{ y+z=0

» Escribimos las rectas en forma paramétrica:

X
- X-Z=-2 — X=-2+2Z2
|ly-z=-4 - y=-4+z '

X= A

x-z=0 —- x= =z
S. 53 y=-A
{}H-z:[} —  y=-z Zo

10



* Estudiamos la posicion relativa de las dos rectas:

d (1,1,1); P(-2, -4,0)

d.(1,-1,1); P'(0,0,0)

ﬁ

PP'(2, 4,0)
1 1 2
1 -1 4]=4%#0 — Las rectas se cruzan.
1 10

» Hallamos la distancia entre las rectas:

. _ Volumen del paralelepipedo i B
dist (1 ) = Area de la base B (1, 1, 1) x (1, -1, 1) | a
= 4 4 4 2 7
- = =—=——="2=v2=141
1(2.0.-2)]  N4+4 N8 242 A2
Ejercicio 17:

Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y FEFGH sabiendo
que A(1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7.6,3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.

Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:

« Vértice D(d,, d,, dy):
—  —
BA=CD — (-1,-3,0)=(d,-4.d, d;,-5)
D(3, -3, 5)

 Vértice F(f), £, £):

— =
AE=BF — (6,6,3)=(f-21£-3,£)
F(8,9,3)

AL, 0, 0) B(2,3,0)

« Vértice G(g;, &, g;) vy vértice H(h,, h,, hy):.
— =
AE=CC — (6.6.3)=(g,-4.8,8-5 — G(10,6,8)
AE=DH — (6,6,3)=(h -3 hy+3 h -5 — H@ 3 8)

— — —

AB(1,3,0) AD(2, -3, 5), AE(6, 6, 3)

[AB, AD, AF]1 =12 -3 5| =33 — Volumen = 33 u?
6 6 3

11



Ejercicio 18:
Los puntos P(0, 1,0) y Q(-1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo, y el

tercero, S, pertenece a la recta r: { Xf 4 Larecta que contienea P ya §
es perpendicular a la recta r. Z=
a) Determina las coordenadas de §.

b) Calcula el area del triangulo PQS.
-2 = — =

a)PS1d. — F5-d =0
4,Ar-1,1)-(0,1,00=A-1=0 —- A=1
S4,1,1)
— —

b)PS(4, 0, 1) PO(-1, 0, 1)
— =
PSxPQO=(4,0,1)x(-1,0,1) = (0, -5, 0)

|PSx PO

Area = X—Q = i =25 u?
2 2

Ejercicio 19:

Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1, 1, -1) y tiene uno de
sus lados en la recta:

x-2 y-1 z-1
1 1 0
a) Halla la ecuacién del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

Ir.

a) Es el plano, m, que contienea C ya r a:,[l, 1,0); P2, 1, 1) er
oy c(l,1,-1)

' PC(-1,0,-2) // =

Un vector normal al plano es:
n=(1,1,0x(1,0,2 = (2, -2, -1)

La ecuacion del plano es:
2x-1)-2(y-1)-1(z+ 1) =0
2x-2y-z-1=0

12



b) La distancia de C a r es la mitad del lado del
cuadrado.

- =2
d xPC=(1,1,0)% (-1,0,-2) = (-2, 2, 1)

4 [=VT+1=+

—_— —

e — .
d XPCl  N4+4+1 N9 3 3V2

dist (C, r) = — = = - =
R 2o N2 22
% - 332 — lado del cuadrado = /= 3V2 = 4,24

13



