HOJA 2 DE EJERCICIOS RESUELTOS
UNIDAD 7: FUNCIONES REALES. LIMITES Y CONTINUIDAD

Ejercicio 1:
Estudia la continuidad de las funciones en x = 3, y si presentan discontinuidad,
decide de qué tipo de discontinuidad se trata.

(x +3 si x <3 12 .
six <3
a) fx) =16 si x=3 d flx)={x—3
[ x* —2x +3 si x >3 x—15 six>3
]21 Slx<3 X+ six=3
X — sy
b) flx) =1, i3 &) flx)= o
(x—2 si x >3 N Shx=
a) f(3)=6
im f(x)= lim(x+3)=6
e e — limflx)=6
im fix)= lim (x* —=2x+3)=6 x—3
r—3p3" x =337
Como f(3) = lim f(x), la funcion es continua en x = 3.
¥ —% 1
b) f(3)=6
m f() = lim —2— — 6
x—3 =3 X —1 — No existe lim f(x), y la funcion no es continua
. . i . o x—3
I 0= Im (=2 =1| " gny 3
Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.
d) f(3)=-12
Im ) = fim —2— — —o
x—3 x=3 X —3 — No existe lim f(x), y la funcion no es
im fix)= lm(x =15 = —12 ) e
x> 3 33t continuaen x = 3.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

f3) = —2
im £ = fim 21 — 2
x—3 =3y ‘|

Como f(3) # lim f(x), la funcion no es continua en x = 3.

x—33

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.



Ejercicio 2:
a) ;Cual de las siguientes graficas corresponde a una funciéon continua?

b) Seiiala, en cada una de las otras cinco, la razéon de su discontinuidad.

a) ) )
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3L 21 i,-‘
| \ i
) TN 3 B 7f ]

a) Solo la a).

b)b) Rama infinita en x =1 (asintota vertical).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).
d) Salto en x = 2.

¢) Punto desplazado en x=1; f(1) =4, lim f(x)=2.
x—=1

f) No estd definida en x = 2.
Ejercicio 3:

2 _ H =
Comprueba si la funcion f(x) = xo-1 S{ r<0 es continua en x = 0.
x—1 si x=0

w Recuerda gque para gue §f sea continua en x = 0, debe verificarse que:
i =
Lo, ) = 1(0)
lim f(x)= lim [f(x)= lim f(x)=-1=/f(0)
x =0 x— 0" x—0
Es continua en x =0,
Ejercicio 4:
Comprucba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se
indican:

a}f(x}_{(ﬁ—x)ﬁ! si <=1 en x=—1

2x + 4 si x>-—1

2-_x? si x<2
bjﬁx}_{(xfz]—s sixz2 Y72
3x si x=1
<) f(x) {x+3 i x>1 en x=1

a) No, pues no existe f(—lj.

by fim f(x)= @im f(x)=f(2)=-2. 5iescontinuaen x=2.
x—=2 x—s 2

o) fim flx)y=3=% lim f(x)=4. Noescontinuaen x =1
x—=1 x—=1"
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Ejercicio 5:

Calcula, en cada caso, el valor de k para que la funcion f(x) sea continua
en todo R.

_Jx?-4 six<3 _J6-(x/2) si x<2
() {x+k si x>3 b)S(x) {

xi+kx si x=2
(x?+x)x si x#0

c) f(x) =

)J() {k si x=0

a) lim_ flx)=5=f(3)
o 5=3+k — k=2
lim fix)=3+k

x—3

by fim flx)=5

x—= 2

S=4+2k = k=1/2
lim flx)=4+2k=[f(2)

x—» 2

- -|+
c) lim f(x)= lim M=l — k=1

xX—=0 xX—=0

Ejercicio 6:

Calcula a para que las siguientes funciones sean continuas en x = 1:

x+1 si x<1 (21 (x=-1) si x=1
- b -
a) f(x) {ti—axz si x>1 )S(x) {a si x=1
a) lim f(x)=2=f(1)
e 2=4—a — a=2
fim fix)=4-—a
a— 17
- E (x—1)iax+1)
b) lim filx)= lim =2
x —3 lf x—1 (x—1) a =2
f(ly=a
Ejercicio 7:
Calcula el valor de k para que la siguiente funcion sea continua en x = 1.
x =1 .
rm={xﬂ_3x+2 six#1yx+#2
2k + 1 six =1
Debe ocurti que M = ———x = 2K + 1:
e Y —ax+2 '
. =1 o x=Nx+1) . x+1 o 3
Iﬂ'f—i}x+2_Um{x—U{x—E}_lﬂ—'x—E = 2= 2kt 1=-2k="5
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Ejercicio 8:

Halla los puntos de discontinuidad de la funcion y = — 2 __ 212 v di si
en alguno de ellos la discontinuidad es evitable. =3 x*-9
o2 12 _2x+3-12 _ 2c+46-12 __ 2x-6 __
Tox—3 x2_9 (x-3x+3) (x—-3)Nx+3) (x—3)Nx+3)

_ 2(x — 3)

(x — 3)x + 3)
La funcién es discontinua en x =3 v en x = —3; pues no estd definida para esos
valores.
p 2(x —3) - 2
= E X= =00 0 5. = —%9 p ————— = teeo
nxm T e e
Hay una asintota vertical en x = —3, la discontinuidad no es evitable.
2(x— 3 2

eEn x=3: lim &— I 2 _2_1

223 x—3x+3) xb3&+3) 6 3
Luego, en x = 3, la discontinuidad es evitable.
Ejercicio 9:

Calcula el valor de & para que cada una de las siguientes funciones sea con-
tinua:

4 -
x*t—1 . | e —
si x=1 Na—1

a) f(x)=1 x-—1 b f(x)=) x=-1 x#1
k si x=1 I si x=1

a)*Si a# 1, la funcion es continua.
51 x=1:

i_ 3, .2 T
lim f(x)= lim =~ — L = tim Pt xt DE—1

x—1 x—1 x—1 x—1 (x—1)

lim (X +x2+x+1)=4
x—1

S =k
Para que sea continua, ha de ser k = 4.
b)e Si ax# 1, la funcion es continua.

5 x=1:

|I - "__ |I'_.. + o :
lim Nx—1 lim (Vox 1)(E 1) = Iim & .E - =
x—s1 x—1 x—1 (x—DOWx+1) x—=1(x—-DNx+1)
PR B |
x—=1 Jya+1 2
S =k
Para que sea continua, ha de ser k= %



Ejercicio 10:
Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

x+ 1 si =2 x + Rk si =0
) = b =
S {k—x siox>2 A {xz—l si x>0

a) e Si x# 2, la funcién es continua.

e En x=2:

lim f(x)= lim (x+1)=3

X — 2" x— 2"

lim ()= [lim (k—x)=k—2 Para que sea continua, ha de ser:
ey ¥ F—3 2+ =
X—> 4 X—> 4 k—2=5 il k=j

b) e Si x# 0, la funcién es continua.

e En x=0:
lim f(xX)= lim (x+k) =k
x—0" 2X—>0
lim f(x)= lim (x*-1)=-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x— 0" x—=0°
SO =0+k=Fk
Ejercicio 11:

Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los dis-
tintos valores del parimetro a:

a)f(x)={x2+“x5i x<2 b)f(.x)={eﬂx si x<0

a—x? si x>2 x+2a si x>0

a) * En x# 2, la funcidon es continua.

s En x=2:
lim f(x)= lim (x*>+ax) =4+ 2a
xX— 2 X —=2-
lim f(x)= Iim (a-x)H=a—-4 Para que sea continua, ha de ser:
x—>2" x— 27 4+2a=a—-4 — a=-8
f(2)=4+ 2a

Por tanto, la funcién es continua si @ = -8, y es discontinua (en x=2) si a#-8.

b)e En x# 0, la funcién es continua.

s En x=0:
lim f(x)= lim e™ =1
X — 0" x— 0
lim flx)= [lim (x+ 2a)=2a ! Para que sea continua, ha de ser:
x— 0" x— 0" 1
l=2a — a=—
2
S =1

, vy es discontinua (en x=0) si a# %

l\.)||—|

Por tanto, la funcidén es continua si @ =



Ejercicio 12:

Estudia la continuidad de esta funcion:

|a+ 2] si x<—1
S(x) =1 a2 si-1<x<1
2x+1 si x>1

¢S x#-1 y x#1 — lafuncion es continua.

e Si x=-1:
lim flx)= lim |x+2|=1
x—=-1- x—-1-
Iim f(x)= [Iim xt=1 r La funcion es continua en x = —1.
x—-1" x—-1*
f-n=1

eS5i x=1 — No es continua, pues no esta definida en x = 1; no existe f(1).

Ademas:
lim f(x)= lim x*=1 l
x—1- x—1-

La discontinuidad es de salto (finito).
lim f(x)= lim 2x+1)=3 {

x— 1% x—=1"

Ejercicio 13:
.. X si x<0
Dada la funcién f(x) =7 € . :
f( ) 1—x si x=20
a) Estudia su continuidad.

b)Halla tim f(x) vy lim f(x).

X — Foo X — —oo

a) * Si x#0, lafunciéon es continua.

eEn x=0:
lim f(x)= Ilim =1
xX— 0" x— 0"
lim f(x)= [im (1-x)=1 y Tambi¢n es continua en x = 0.
x—=0% x—0%

floy=1-0=1

Por tanto, f(x) es continua.

by lim flx)= Ilim (1-x)=—ce

X — +oo X — +oo

) o ) R 1

lim fx)= lim e =¢e " =—=1
X ——co X ——oco et



Ejercicio 14:
Se define la funcién f del modo siguiente:

f(x)={!nx—1 si o x>1

2x2 +ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcioén sea continua y su grafi-
ca pase por el origen de coordenadas.

e Para que la grifica de f(x) pase por el origen de coordenadas, ha de ser f(0) =0,
es decir: f(0)=5b=0

* Para que la funcién sea continua (para x # 1, es una funcion continua), tenemos
que:

lim f(x)= Iim 2x*+ax)=2+a
x—=1- x—=1-
lim flx)= [im (Inx-1)=-1 ¢ Han de ser iguales, es decir:
x— 17 x—1* 2+a=-1 — a=-3
f)y=2+a

Por tanto, si @ =-3 y b =0, la funcién es continua; y su grafica pasa por el ori-
gen de coordenadas.
Ejercicio 15:

Estudia la continuidad en x = 0 de la funcion: y=2x + L3
X
;Qué tipo de discontinuidad tiene?

En x =0, la funcién no esta definida, luego es discontinua. Como:

2x—1 si x<0
p=4 _ , entonces:
2x+1 si x=10

lim 2x—1=-1: lim 2x+1)=1

xr—0- x—

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.



Ejercicio 16:
X

Considera la funcion f(x) = ol Determina su dominio. Dibuja su grificay
X

razona si se puede asignar un valor a f(0) para que la funcion sea continua

en todo R.

flx) = { ; 1 :1 j j g Dominio =R — {0}

Como [im flx)=-1% Ilim f(x)=1, no podemos asignar ningin valor a f(0)
x—=0" x—=0"

para que la funcion sea continua en todo R (puesen x =0 no lo es).
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