HOJA 1 DE EJERCICIOS RESUELTOS
UNIDAD 8: DERIVADAS

Ejercicio 1:

2
1.Hallala derivada de la funcidn f{x) = w1 en el punto ® =3, aplicando la d efiniciin dederivada.
w»+

2 201
17 fia = f[3 == =_
(@) =) a+1 4 2
2 2
29 fla+h) = f(3+h)= =
d+h+1 4+h
2 T 4-1(4+h) -h
3% fla+h)-f =f(d+h)-f(3) = - = =
@+h)-fla) AL N A s Eal oy
-h
. . fla+h)-fia) . .24 +h) . - . —1 -1
a _ = — R, —_ =
42 ra)= I = == m = N AT T e TE@en T B
2.Calcula laderivad a de las siguientes funciones :
= 2 2 2 o e 2
a) fix)=senx flx)=senx® —f=x" —=1=2 =)= Zxcosx”  (seno)
h}ﬂ{x}=sen2x flx) = I[SEFIX)E —f=senx = f=cosx =1()=Ysenx cosx (potencial)

e} f(x)= Bx2 -2 f)= (Ix?-2P S f=3xf -2 == Bx =f(x)=30x (Ix? - 2)*

Q=23 f-FT-3 sr=xda ofx S -2

2
33 [xz - 3]
&) fix) = e3%*2 fix)= @3+ L= 32 =3 =f(x)=3 e+
_ " n 4
filog; (dx+1) log,(dx+ 1) —f=dx+1 —f=4 =f{x) —m
g) f(x) = «/xZ -3x fls)= ixd=3x sfzxf-3x f=2x-3 =f[= _ s
2wt — 3%

2
h) f{x) = sen® @x° +2x) f(x) = [sen(zzﬁ + zx)}
f

2. zeno —f'(x) =cos (2><3 + 2% fix) =cos (2><3 + 2] [Exz + 2] estoesfde 1.

d.suma —=f(x= Bx?+2 estoesfde 2. Completamos.



3.Halla las funciones derivadas delas siguientes funciones :

) fix) = YL Gl i LT
a X = | = W= —
7x+1 (7x+1)” (7 1)
Bf=x27 = fpo=2 x%_1 = flx) = Ex_% o ) =
3 3 33
1 7 T 4 eI
e} fx) =2 %3 f(x) =3 :>f“(><)=§x’3 1 :;~f“(><;|=§><? = f[%) = ! ;

d}ﬂx}=(x-J?7§5)2:¢f{x)==z(x- 1-xz)[1+.__fii__]:¢f1x1=z(x- 1—x2)[1+ X

1 - 1-x?
2 767 2 - (e 2 2 (o B (-
e}ﬁ:x}:ijf,m:[ &™) 4 (e X):>f'|:><:|= 7.8 4(>< 1):\1:?()(]: 2.8 3(>< 1)
X * x *

fifix)=xcos2x =1f1(x)=1cosl«+ x[—sen?x) 2 =fx) =cos Zx- Zxsenix

gl f{x)=Incesx =1f7x) —IEEN X = f(x) =-tg %
COS X
-2
2
- 1+
YR (E T Ui A S R
1+ x 1-x 7 [1-x
2 ]— |:1+><:| -
1+x 1+

Derivamos f-x_ ~1(1x) - (1) 1 :}—‘I—x—1+x= 2

7 = 7 Iocolocamos enfide 1.
e (1) (1607 (1)

1

I:I:IS2 x

2 2
i}f(x}=ex2 tgx =f()=2% " tgx+ e =

2

2
fx)=e™ | 2x tgx+
cos® x

2
] = fx)=g" (Ex-tgx+1+tg2x)



Ejercicio 2: Deriva las siguientes funciones:

1.

3.

il.
13.
15.
17.
18.
21.
23.
25.

27.

29.
31.
33,
35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49,

F(x) = (1+3x*)°

f(x)
f(x)

f(x)

f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)

f(x)

f{x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)

f(x)

fix)
f(x)
fx)
f(x)
f{x)

f(x)

YT=-%x%
1
U L L
(5-3cosx)"
1

-arc tg x

WA |
32¢cos’x COS X

(1+ sen5x)"

V2% + x

Arc cos /X

1 + cos 2X
1 - cos 2x

Arc tg (e*)

Ln (senx)

1 + sen?x
1 + cos?x

o VXTF 1

sen x +cosx]3
senx - COS X

sec (x2) + cosec (x?)
(1 + eSeNX)?

X
Ln ;?;,:15-

Arc tg (x*-1)

Arc sen {(1-x) + ¥V2x - x?

Ln(cosfil)

s 1+/senx
1-/Senx

(x2)*

L

xsen X

nx
(cosx)se

14,

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

36.

38.

40.

fix)
fix)
f(x)

f(x)

f{x)
fx)
f{x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
f(x)
fx)
fx;
fx)

f{x)

(1 +x +x2)°

_ 2 3
x-I' -z Tx-1P

avz#5x2

= (5x3+1)%.(x2+x+1)"

= senx +senx + sen’x
= sen’x - cos’x
= sen(x?)
= Vx eX + x
= Ltn{Tnx)

1
= Arcsen(;T)

1

= Arc tg (;‘-)

2
= Arcsen(i;gl)
= sendx . cos’x

3
= x2. eX

- [x’+x+1]5
x3-6
2

- x'e"/x

= 1 - cos(x)
)

1 + cos (x

£(x) = Lnfy1+eX - 1) - Ln (V1+e" +1)

f(x)

-l T Cos X
Y 1T+ cos x

2
f(x) = Arc tg (%;—%,)

44.

46,

48,

5C.

52.

£ _ Arccos x
(x) = :;€::::;—-
- X

f(x) = VY x*+1 -Ln I;;x_-_]

f(x)

tnitn{Ln({lnx}))
2
f{x) = x(x )

f(X) - x(:05 x

*|

f(x)

(1+x)



Soluciones:

[T B R I S
. e o .

10.
11.
12.
i3.

14,
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22,

24.

2s.

| a8 8ok

60x*(1+3x"*)
3(2x+1)(1+x+x?)?
-8x(x*-1)"*°
-(x-1)"2-4(x-1)"*-9(x-1)""

=X
-X

Ty

-2:’(;(’-2)""
45x2(5x3+1)% (x3+x+1)" +
+ 4(2x+1)(5x¥+1 ) (2 +x+1)?
12senx (5-3cos x)?
cosx (1+2senx + 3sen’x)

-1
(I+x%)( Arctg x

3senx cosx{senx +cos x)

1 1
SenX |Zostx cossz

2x cos (x?)

20cos5x{1+sen5x)?
eX+ xa¥ 5 1

2;x?+1

2XLn2+1

35(2"+xi

cotx

estin simpif al maxmo

26.
27.
28.

29

-

30,

31.

32.
33.
34.

35.
36.

37.
38.
38.

40.

41,

42.

43.

44,

45,

46.

45,
48.
49.
50.
51,

52.

3sen®x cos?x (cos®x - senv)

6 senx cos x
+COS<x

3
xeX (2+43x?)
xeX *1
7x1+1
2
5.( Xx §-x+1 )l.
-x"-2x%-3x%-12x-6
’ (x*-6F
-6 (senxﬂ:osx )
1-258N XCOSX ' SenX~C0S X

2
e-l/x

(1+%)
2x( t9(»®)sec(x®)-cot(x*)cosec( ) )

4x sen x°
{1+ cos(x2) )2

2
3 esenx sen X)

cosx(1+e
1+ ex
9
x(x2+9)
cosec x

2x
X*-2x142

-2X
Tox

=X
JZX - X!

X Arc cos x -/ - x2

1-Xx - X
1. (Xl)

x2

x241+/x7+1 _/TFx:

X(T+ /XT3 X
cos x

Jsenx lI - SQI’IX,

1
(La{tn(LaxJLn{laxJ{Lrx) X
sz" (Lnx+1)

2
x* ‘l(ZLnx*l)
LSenx

{cosx Lnx + 280X

x(ZOS X COS x)

(-senxlnx+

(oosx)m” (cosx Ln(osx) - sen x

“‘x)x ("-_"(_12‘_). )

xll*xi



Ejercicio 3:
a) Comprueba que la siguiente funcion es continua y derivable y halla f7(0),
S'3) y f(1):
3x—1 si x<1
(x) = { o
4 x?+x sixz1
b) ;Cual es su funcion derivada?

¢) ;En qué punto se cumple f'(x) = 5?7

_{f’mc—] sioa<1
x*+x si x=21

a)$i x# 1, lafuncién es continua y derivable, pues esta formada por dos polino-
Mmios.

Continuidad en x = 1:

lim f(x)= lim (Bx-1)=2

x— 1 x—1

lim f(x)= lim (x>+x)=2 ¢ f(x) escontinua en x = 1.
x—1 x—1

S =2

Derivabilidad en x = 1:

lim ffix)= lim 3=3=f(17)

= v Las derivadas laterales existen
lim f(x)= lim Qx+1)=3=(1 y coinciden.
x—1" x—=1

Luego, f(x) es derivable en x=1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi f(x) es continua y derivable en todo IR.

S =3

S B3=2-3+1=7

3 x<1

2x+1 x=21

b) f(x) = {

c) Si f'(x) =5, entonces x = 1. Es decir:

Jfx)=2x+1=5 — x-= =2>1

B | o

S(2)=5



Ejercicio 4:
Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

| Im(x—=1) si x<2
f("')'{ax—ﬁ si x=2

e Si x# 2, la funciéon es continua y derivable.

¢ Continuidad en x = 2:

lim f(x)= lim m(x—1)=mh1=0
x—2 x—2
lim f(x)= lim Bx—-06)=0 f es continua en x = 2.
x—=2 x—2
f(2)=0

¢ Derivabilidad en x = 2:

lim )= lim ——=1=£2°) | |
x—2 x—2x—1 Las derivadas laterales existen pero no
: . inciden.
lim ff(x)= lim 3=3=/(27% coinciden

x—=27 x—2

Sf(x) no es derivable en x = 2.



Ejercicio 5:
Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

B 1—x o 2
@}' = f”'\/ 1+ x b) y=In(xitg x)

1 55— 35
C) _]-'=l’n(?*\'x‘—l) d) _}'=tﬂ‘¢m

a)y= fﬂ‘\/ 1—x _ % [l (1 —x)—In (1 + x)]

1+x

P U I S S D I = S ) O B

’ 2 11—-x 1+x 2 1 — a2 1 — a2 21
b)y=In(xig x)?2 = 2ln x + In (1g x)]

1'2 ] )

]J“=ZL+M =2 1,1 +rgx]=£+2(:orgx+2rgx

) X igx X gx X
R 1 32 4l ot ws L7, a2
Ay=ln|— Vx*=-1|=2Inx+—Imnx"-1)

‘ Xl 3

p! = =2 1 2x _ 2. 2x _ -6x*+06+2x* _ —4x?+0

‘ x 3 (xt-1 x 3xZ_3 33 — 3x 3x3 — 3

3 '
dyy= Ir:‘\iﬁ = % ln1—In(l+x)7?%] = _?2 In (1 + x)

2 1 -2

N s R R e
Ejercicio 6:
Utilizando la definicion de derivada, calcula: f'(-2), siendo f(x) = %
11 2-2+h
Fen = g SEREDSED e 24b 2 44 2h
b—0 b h—0 b h—0 b
= [im __ b lim - = f1(=2)

h—0 b(—4+ 2h) h—o—4+2b 4



Ejercicio 7:
Halla la funcién derivada de f(x) = = 1 aplicando la definicion de derivada.
x

+1
x+h-1 x-1
o= tim LEID S gy, xFbFT X1
h—0 b h—0 b
= lim x+Dx+b-D-x-Dx+hb+1) _
h—0 blx+h+ Dx+ 1)
I A 2y Y S I i 22 &
h—0 hx+h+Dix+1)
i 2h - i 2 _ 2
ply bx+h+Dx+1) 7 x+ b+ Dx+1) (x + 1)2
Ejercicio 8:
Comprueba que la funcion y = |x—2| no es derivable en x = 2.
_x+2 six<2 o1 s x<2
x—2 si x22 Y 1 si x>2
La funcién es continua, pues: [im (—x+ 2)= [lim (x—-2)=f(2)=0
x— 2" x—2°
Las derivadas laterales son: f(27) = -1 # f"(27) = 1. Por tanto, no es derivable en

x = 2.



Ejercicio 9:

Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:

X 16
a) | I — b) | ——
T VD
2 .
C) y= x——.x-i-l d_) y = ﬂ""‘(.\’.'— ]_)
xt+ax+1 )
e)y= xZe™ f) y = sen x + cos x
Dp= &FI -2+ Px _ (x+3-—2x _ _3-x
) (x + 3% (x + 33 (x + 3)3
=0 — 3-x=0 — x=3 — y=13
Se anula en el punto (3, -5
Se anula en el punto ( 12 )
byy = 16 Lo S160Gx% - 8x)
T x3— 4x? ) (a3 — 4x2)2
x =0 (no vale)
y'=0 — 3x2 - 8x=0 — x(ﬁx—%}=0< 8 _27
X = ? — = W

x =) no esta en el dominio.

2 )

. 8
La derivada se anula en el punto ( 3° 16

x-—Dx?+x+D—(x?—x+DQx+1) _
(x2 +x+ 1)2

R Ry B R By Ay o SN

C) ‘19-’ =

(x?2 + x+ 1)2 (x2 +x+ 1)2
1
x = — y=—=
p=0 — 220%-2=0 — af=1< 3
- M‘"'“‘“x.x‘=—1 — y=3

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, %)

d)y'=efx—1D+e"=e"(x—-1+1)=xe"
=0 = x=0 — y=-1

Se anula en el punto (0, —1).
e)y'=2xe* +x?e"=e"(2x+ x?)

x=0 —= =0
=0 2x+x2=0 (2 +x) =0 ‘
) — X - x( x) — iy .2 )= o2

Se anula en los puntos (0, 0) y (=2, 4¢72).



f) y'= cosx - sen x

i
N

P'=0 — cosx=senx — rgx:l\
‘ 5T

T — -‘T[ —
Se anula en los puntos | — + 2nk, \4'2), (L+ 2 Tk, —\4'2), con kel.

2 4

Ejercicio 10:
Dada la funcion f(x) = es”~, halla: f'(x), f"(x) v f""(x).

f(x) = cos x &~

f"(x) = —sen x e*"* + cos® x " * = (cos® x — sen x) "~
f"(x) = (2cos x(=sen x) — cos x) €~ + (cos® x — sen x) cos x " ¥ =
= (—2sen X cos X — cos X + cos® X — sen x cos X) <"~ =

= (cos? x — 3sen x cos X — cos x) N ¥

10



Ejercicio 11:
Considera la funcion: f(x) = { >

xr—Sx+m si <1
—X< + nx si x>1

a) Calcula s v n para que f sea derivable en todo R.

b) ;En qué puntos es f'(x) = 0?

a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.

e Si x=1, lafuncion es continua, pues esta formada por dos

e En x=1:

lim fx)= lim (x> —5x+ m) =—4 +m
x— 17 x—1

lim f(x) = lim (—x*+ nx)=-1+n
x—1 x—1

J(1)=—4+m

polinomios.

Para que sea continua en x =1, ha de ser: —4 + m =—1 + »n; es decir: m = n + 3.

Derivabilidad:

e« Si x#1, la funcion es derivable. Ademas:

: 2x—5 st x <1
x) =
S0 <[—2x+ n st x>1
s En x=1:
;:Ei:i = _2 } Para que sea derivable en x =1, ha de ser -3 =-2+ #n, es
. )=—catmn decir, n = —1.

Por tanto, la funcién serd derivable entodo R si m=2 v n=-1.

caso, la derivada seria:

S

x—5 s x<1
-1 s1 x=21

L

.f’(x.}={
b) fflx)=2x-5 si x<1
. _ 5. 5
2x—=5=0 — ;\—5? pero 2::-1

Jix)=-2x-1 si x=21

2x—1=0 — x=-2 pero -~ <1
2 2

Por tanto, f'(x) no se anula en ninglin punto.

11

En este



Ejercicio 12:

Determina el valor de k£ que hace que la funcion f(x) = -

. tenga un
tinico punto de tangente horizontal.

x-+k

e (x? + k) — 2xe* _ (x2 = 2x + k) e¥

(x) =
‘P (X'E + k)z (32 + k)z

2+ V4 — 4k

Sx)=0 = x*-2x+k=0 — x= 5

Para que haya una sola ecuacion, ha de ser 4 — 4k = 0; es decir, k= 1.

Ejercicio 13:

—Xx H <
Dada la funciéon f(x) =1 € SLox= 0 estudia si es continua v derivable
) 1—-x s8i x>0

en todo R.

Continuidad:

e En x#0 — Lafuncién es continua, pues esta formada por dos funciones con-
tinuas.

«En x=0:

lim f(x)= lim ¥ =1

X — 0 x —0
. i ) = D - 163 e i—
lim fG) = lim (1—x) =1 ;’ﬂ?}@{}.f (x) = f(0). Por tanto, la funcién es conti
x =0 x—=0 nua en x = 0.
F0) =1

La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

«Si x=0 — La funcion es derivable. Ademas:
f’(.k) - {—E’_‘r si x <0
’ —1 si x>0

«En x=0:
S0 = =1 = f1(09)

Por tanto, f(x) es derivable en x=0 v f(0) =—-1. La funcién es derivable en
todo IR. Su derivada seria:

f1(x) = {—E’_‘r si <0

-1 si x=0

12



Ejercicio 14:
Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

2 E -
ax- + 3x §s1i x=2
X)) =
S {xz—bx—/—isi x> 2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

eSi x#2 — La funcion es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=2:
lim f() = lim (ax?+3x) = 4a +6 |
x—2 x—2
lim f(x)= lim (x*>=bx—4)=-2b
x— 27 x—2
£(2) = 4a +6
Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = —2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
b=-2a-3.
Derivabilidad:

¢eSi x#22 — lafuncion es derivable. Ademas:

oy J2ax+3 si x<2
S {Zx—b Siox> 2

e En x=2:

-ff"‘jz_j =d4a+3 } Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
f@)=4-b ] p- 45+1
Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

bh=-2a-3 20—-3=—4a+1 — 2a=4 — a=2
b= —4a +1 b=

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo R, hadeser a=2 y b=-7.

13



Ejercicio 15:

. - ' . . <
Sea la funcion: f(x) = x| x =J x= st =0

lxz si x>0

a) Halla f'(x).
b) Halla f"'(x).
c) Representa 'y f'.

. o —2x s x<{()
a) fl(x) =
4 { 2x 51 x =10

En x =0 existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademads, f7(07) = f"(0").

| 2 si x<0
b W ) —
L") { 2 si x>0

En x =0 no existe la segunda derivada, pues f"(07) # f"(07).

c)
JE5) Frx)

[SN]
]

1 2

Ejercicio 16: L
Estudia la derivabilidad de la funcién: f(x) =1—Va? vy calcula f'(1).

: -2
Jp‘ ("1) = ] |I_
3Vx
f(x) es una funcién continua en IR.

[f(x) es derivable en R — {0} (en x =0 no existe la derivada).

2
==
S =

14



Ejercicio 17:
Calcula la derivada de orden n de la funcion f(x) = e2*.
f1(x) = 2e*
S(x) = 4e2% = 222X
f‘ur{x) — 8821‘: — 25923('

f” (x} — znel'c
Lo demostramos por induccion:

Para n=1, n=2, n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para # — 1; es decir, que 7 1(x) = 27~ 'e®; entonces,

derivando, tenemos que: f"(x) = 2 - 2"~ 12 = 27¢2¥  Por tanto, la expresién ob-
tenida es cierta para todo n.

Ejercicio 18:

Observa las graficas de las a) b) c)

siguientes funciones e indi- \\ II

ca en qué puntos no son de- \ L/ ~ S| A
rivables. 1 '\,‘

¢Alguna de ellas es deriva- ' ‘i_ 2 2

ble en todo R? \ T2 T2

a) No es derivable en x = -1 (tiene un punto “anguloso”™) ni en x =2 (no estd de-

finida la funcion).
h) Es derivable en todo R.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

15



Ejercicio 19:
La funcion f(x) esta definida por:

_Jad—x sia<o0
S(x) =

ax +b si x>0

Calcula @ y b para que f sea continua y derivable.

Continuidad:

*En x#0 — La funcion es continua, pues esta formada por dos polinom

e En x=0:
lim f(x)= lim (x>-x)=0
x— x =
lim f(x)= lim (ax+b)=b Para que sea continua ha de ser b =10
x =0 x—=0
SO =0
Derivabilidad:

e Si x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

Fi(x0) = {51‘3 -1 si x<0

a si x>0
eEn x=0:
-ffm__.:' = -1 L Para que sea derivable, ha de ser a = —1.
SO0 =a

Por tanto, f(x) serd continua y derivable si a=-1 y b=0.
Ejercicio 20:
Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = (3x — 2x?%) e®.

p'=(3—4x)e” + (Bx—2x?)e" = (3 —4x + 3x — 2x%)e* = (2x? —x + 3)e”

5

SIAN

1+V1+24 _ 1

! 3 — —1

..f"rfx:
\‘“‘x=1

16



Ejercicio 21:

Determina, si es posible, el valor del parametro a para que la funcion f
sea derivable en todo su dominio de definicion:

.xfn.x' si 0D<x<1
x) =
S {a(l—el—*‘)silf:x

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
e Si x>0, x#1: La funcion es continua, pues esta formada por funciones continuas.
*En x=1:

lim f(x)= lim (xInx) =10

x—1- x—=1

lim f(x)= lim lal—e'=]=0 ¢ f(x) escontinua en x = 0.
x— 1 x—1

f=0

Derivabilidad

*Si x>0, x#1: es derivable. Ademas:

: Inmx+1 si 0<x<1
_-x':
S {ae]—"" si x>1

*En x=1:

faH=1
Y =a

} f(x) es derivable en x=1 si a=1.

Luego, para que f sea derivable en todo su dominio de definicién, ha de ser a = 1.
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