HOJA 1 DE EJERCICIOS RESUELTOS
UNIDAD 9: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

Ejercicio 1:

9 Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

S .
3 o )
a)y=ad-6x2+9x b)y=X (731‘; 8) ) y=at-2a3
d) ;-‘=.v4+2x3 e)y= 1 fly=e¥(x-1)
) . xZ+1

a) fi(x) =3x*-12x+9

[l =0 — 3x*—4x+3)=0 — x-= 42N16-12

2
_4i2’f/,_ax=3 = y=0
2 T—x=1 — y=4
Signo de la derivada:
S0 fl<0 o f'>0

f f
/ : \ ’ /
Hay un minimo en (3, 0) y un maximo en (1, 4).
Puntos de inflexion:
S =6x-12=0 — x=2 — yp=2
Como f"(x) <0 para x<2 y f"(x) >0 para x> 2, el punto (2,2) esun

punto de inflexién.

] B 3 At — Qa3
b_] y= T

12x3 — 24x?
12

= x3 - 2x2

flx) =
—~x=0 — yp=10

"(x) = 0 xx—2)=0="_ :
S9=0 = xx=2) —x=2 = y=—(4/3)

fr=0 , f=<0 . A

LY T

/

. . —4
Hay un minimo en (2, T)

_—x=0 —= y=0

M asy = - 2 4 = ~ AN = el
x)=3x"—4x=0 — xBx-4)=0 .
J1(x) = 3x" — dx x(3x —4) TT—x=4/3 — y =—(64/81)

=0 L S"<0 L S0
0 i
U m 3 \_/
. R —64
Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otroen |(—, TH)




©) fl(x) = 4x3 — 6x?

o e o _—X=0 = y=0
=0 — x(dx—-06) Oﬁ“‘“\»x=3g’2 > y=—(27/16)

. .
f=0 . Jr<0 f=0

\ (I} \ i /
2

av e en |3 =27

Hay un minimo en (? T )

x=0 — yp=0
WAy = 172 = 122 (v — 1) = — .
S = 12x 12x = 12x(x - 1) =0 — o] o y=-1

A Y AL I A
NN

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en (1, —1).

d) f'(x) = 4x3 — 4x

S=0 = 4x&xZ+1D=0 — x=0 — p=0

f<0  f'>0

\ﬂ/

Hay un minimo en (0, 0).
F"(x) =12x* + 4 # 0 para todo x.
No hay puntos de inflexion.
: . —2x
C}f"(_x) = =
(x? + 1)

f‘('x')=0 - 2x=0 —= x=0 — y:l

S0 [1<0

/{}\

Hay un maximo en (0, 1).

22+ 12+ 2022+ 1) - 20 2(xF+ D+ 8xF | Gat -2

H('-,x.) — — —
d (% + 1) (x? +1)3 (x2+1)
| 1 1 3 3
H(,..):O s ,..:iv_:i_'_:i — = =
S(x X 3 NE 3 V 4
S">0 . <0 Sr=0




.\.'g
3 ?

.\.'g
3 ]

Hay un punto de inflexion en (—

el
I [8¥

) y otro en ( )
D) filx)=e’x—1D +e¥=e(x—1+ 1) =xe*
f)=0 = xe*=0 — x=0 (pues e*#0 para todo x)

y= -1

S0 >0

\”/'

Hay un minimo en (0, —1).

f(x) = e* + xer = e*(1 + x)

fr=0 > x=-1 - y=—2
e
fr<0 =0
Y
Hay un punto de inflexién en (—1, -2 .
_ e

Ejercicio 2:
Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen maximo o minimos:

1 2x-3 x2 x2-1
a) = b) o= = c) y = d) _l =
) x*—4 ) x+1 ) a2+ 1 ) X
a)y= ! Dominio =R - (-2, 2]
x-—4
. —2x
fl)=—=2 =0 > x=0
(x? — 4)2

Signo de la derivada:
f=0 =0 . Jfr<0 =<0
/ — / {I} \ \

La funcién: crece en (—==, =2) |J (=2, )

[ g
[ ==

decrece en (0, 2) U (2, +=)

-1
iy

tiene un MAaximo en




2x—-3

Dominio =R - -1}
x+1

b) J_r =

)= 2+ D - @2x—3) _ 2x+2-2x+3 _ 5
S = — - x+3 . _
(v + D) (x+1) (x+1)
f'(x) >0 paratodo x#-1.
Por tanto, la funcién es creciente en (—e=, —1) J (=1, +=2).

No tiene maximos ni minimos.

x? -
Ay= . Dominio =R
x?+1
) (2l o L el Iad 4 I P
F1(x) = 2x(x ) —-2x-x° _ 2x 2x — 2x° 2x

(x? + 1)? (x2 + 1)? - (x2+1

S>>0 = 2x=0 — x=0

Signo de la derivada:

La funcién: decrece en (—e=, ()
crece en (0, +e=)
tiene un minimo en (0, 0)

2
dyy= x"—1 . Dominio =R — (0]
x

S = 2x - X — gxz -1 _ 2x? —;;2 +1 _ «? er 1
x x .

f'(x) # 0 para todo x # 0.

f'(x) =0 para todo x=#0.

La funcion es creciente en (—e=, 0) UJ (0, +==).

No tiene maximos ni minimos.

Ejercicio 3:
Halla los intervalos de crecimiento y los miximos y minimos de las siguien-
tes funciones:

8- 3x x?+1 3
p= - b y = P =
a)y x(x—-2) )y xt-1 e x*-1
2x% - 3x 8
d) p= — -7 f.‘) '=.¥'5—3-‘?2_9x f) } =
) 2 J ) x2(x-3)



8- 3x

D) v = - 8-3x i — R0, 2
a)) ey S R Dominio = R - {0, 2}
o) = =2 (?—2x) = (8=3x) - 2x—2) _ Bx? + 6x— 16x + 16 + 6x* — 6 _

(&2 — 2x)2 (a2 — 2x)?

“3x? _ 16x + 16
(x? = 2x)?

16 + V256 — 192 _ 16+ V64 _

[l =0 — 3x*-16x+16=0 — «x-= =

6 6
_16+8_—x=4
6 T—x=4/3
Signo de la derivada:
S Z0 [0 f'<0 J'<0 f'>0

— {I}/é\é ~ '

La funcién: es creciente en (—==, ) U (O’ %) U@, +)

es decreciente en

4 2ue o
3 )U( 4

. L 4 9
tiene un maximo en |—, — =
3 2
tiene un minimo en (4, —%)
: x2+ 1 .
b)y=": . Dominio =R — -1, 1}
xc -1
£ = 2x(x? D -+ D-2x _ 2xd —2x 2% —2x _ —dx
o (x? - 1) (x? - 1)? (x? = 1)?
flx)=0 — —-4x=0 — x=0
Signo de la derivada:
[1>0 f>0 . f1<0 . fr<0

/ _.i / {I} \ Il \
La funcion: es creciente en (—e==, —1) J (=1, O)
es decreciente en (0, 1) U (1, +=)

tiene un maximo en (0, —1)



c)y= . Dominio =R - [-1, 1}

a2 -1

Bt — D —ad 20 _ Bt —3x? —2xt | xt o3x? _ X2 -3)

2~ 1)? (2 - 1) 2-1% 2 - D2

x=10
<.}‘C=—'\|"§

x =13

S0 =

[l =0 — x*(x*-3)=0

Signo de la derivada:
>0 LS00 <0 L f'<0 L ['<0 [=0

_ _5@\—1' ~_ 0 ~_ i\»’? 7

. . - - —
La funcién: es creciente en (—ee, —\3) |J (W3, +oo)

es decreciente en (—V3, D U1, DU, V3)

) —
. . = N
fiene un maximo en (— \'Iﬁ, - 523 )

= 3@)

tiene un minimo en (\."5. >

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

2
d)yy = 2x 3 . Dominio =R — {2}
. 2—x
() = (4x—3) - Q2-x)-2x*-3x) - (D _ 8x—4x? -6 +3x+2x? - 3x _

(2 — x)? (2 — x)?

_ 2xf+8x -6 _ —2(x?% - 4x + 3)

(2 —x)? (2 — x)?

e 4£N16-12 _ 44

fx)=0 = x*P—4x+3=0 —

2 2
_4x2 _— X7 3
2 T—x=1
Signo de la derivada:
f<0 f=0 L [>0 L [1<0

\
j

\A'l/



La funcién: es creciente en (1, 2) J (2, 3)
es decreciente en (—e=, 1) J (3, +==)
tiene un minimo en (1, 1)

tiene un maximo en (3, =9)

e)y=x2—3x% - 9x. Dominio =R

fi(x) = 3x% —6x -9 =3(x% - 2x - 3)

: 2+V4+12 _2:V16 _2+4 _—x=3
=0 — x= = =
S1(x) x 3 3 T T~y =1
Signo de la derivada:
[0 <0 [1>0

La funcién: es creciente en (—e=, —1) |J (3, +==)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 5)

tiene un minimo en (3, =27)

8 8

) y= = . Dominio =R — 10, 3)

) a%(x—3) x3 — 3x2

on o —80Bx* —6x) _ —8x(Bx—-6) _ —8GBx-06)
S'(x) = = = — =

xt(x - 3)? xt(x — 3)? ¥ (x = 3)°
flx)=0 —= 3x-6=0 — x=2
Signo de la derivada:
<0 . [0 fr<0 L <0

\ ('} / é \ % \
La funcion: es creciente en (0, 2)
es decreciente en (—e=, 0) |J (2, 3) U (3, +==)
tiene un maximo en (2, -2)
Ejercicio 4:

Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes
funciones:

a)y= x3_3x+4 b) y= xt— Ox? c)y=(x—2)4
y = x y = Z2-x y =
dy=xe e)y . Dy=n(x+1)



a)y= x? — 3x + 4. Dominio =R
S1(x) = 3x% = 3; f"(x) = 6x
=0 — 6x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f'” .:: (} . Jf-” } [:I

La funcién: es convexa en (—eo, ()

es concava en (0, +e=)
tiene un punto de inflexion en (0, 4)

b)y = x* — 6x2. Dominio = R

[0 = 4x3 — 12x; f7(x) = 12x° — 12

x=-1
Fr0=0 = 12(2—1) = D{x _,
Signo de f"(x):
70 fr<0 . f">0

TN O

La funcién: es céncava en (—e=, —1) |J (1, +=2)

es convexa en (-1, 1)

tiene un punto de inflexién en (-1, —5) v otro en (1, -5)

Ay=(x— 2)*. Dominio = R

S0 = 4(x = 2% fr(x) = 12(x - 2)?
fMx)=0 — x=2
JMx) >0 para x# 2

Por tanto, la funcion es concava. No tiene puntos de inflexion.

d)y = xe* Dominio =R
flx)=e*+xe’=(1+x)e"; fflx)=e"+ (1 +x)e*=(2+x)e"
fMx)=0 — x=-2 (e*#0 paratodo x)

Signo de f"(x):

Jf'.r.r <) f” =0

N




La funcioén: es convexa en (—ee, —2)

es concava en (=2, +e=)

tiene un punto de inflexién en (-2, —%
e
: 2—x ..
e)y=—"_ Dominio =R — {-1}

: x+1
F1(x) = —1lx+D-2-x) _ x-1-2+x _ -3
S (x + 1)? (xx+ 1)? (x+ 1)?
e = —o

(x+1)°
f"(x) #0 para todo x.
Signo de f"(x):

J'<0 o[>0

L
La funcion: es convexa en (—e=, —1)
es concava en (=1, +==)

no tiene puntos de inflexion

f) y = In(x+1). Dominio = (-1, +e)

ey = 1
J'(x) p—
| 1
) = — L
S (x+ 1)2

f"(x) <0 para x € (-1, +==)
Por tanto, la funcidn es convexa en (=1, +==).
Ejercicio 5:

Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de ir
flexion en el punto de abscisa x = 1:

aAy=1+(x-13 b)y=2+(x-1*
Ay=3—-(x-1° d)y=-3+2(x-1)5
a) f1(x) = 3(x— 1% [(x) = 6(x— 1)

J,r'.' =) \ J""}- 0 Jf'.'.' <) . Jf'.'.' = ()

T Y

Hay un punto de inflexién en x = 1.



b) f1(x) = 4(x— 1)3; S0 = 12(x — 1)?
fr=0 . fr=0 fr=0 . =0
1 1

Hay un minimo en x = 1.

©) f1(x) = =6(x— 1)5% () = =30(x — 1)*
fi=0 , Jr<0 S0 . fr=o
1 1
7~ NN

Hay un maximo en x = 1.

d) f1(20) = 10Cx — D S0 = 40(x — 1)
=0 L S0 fr=0 . f">0

1 Y

Hay un punto de inflexion en x = 1.

Ejercicio 6:
Estudia los intervalos de crecimiento v los midximos v minimos de la fun-
cién dada por: y= | a2+ 2x— 3|

2 _ o —2xV4+12 _ 2x4 _—x=1
X +2x—3=0 — x-= 5 = > .~ s
x% 4+ 2x — 3 si o< —3
S =92 —2x+3 si 3<x<1
a?+2x -3  sioa> 1
2o + 2 siox < -3
S lay=49 2x—2 si 3<x<1
2x + 2 siox>=1

Fn x =-3 no es derivable, pues f(-37) = —4 = /(-3 = 4.

En x =1 no es derivable, pues f'(17) = —4 = f"(1%) = 4.

® Veamos dénde se anula la derivada:
2x+2=0 — x=-1
Pero f(x)=2x+ 2 para x<-3 y x> 1.
2x—-2=0 — x=-1 y [fllx)=-2x-2 para 3 <x<1

Por tanto f'(x) se anula en x = —1.

# Signo de la derivada: <0 =0 <o F1>0

~ " _—

e La funcién: es creciente en (=3, —1)J (1, +==)

:

es decreciente en (—e=, —3) |J (-1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0).

Ejercicio 7:

10



Estudia la existencia de maximos y minimos relativos v absolutos de la fun-
cion y= |x2-4

.x2—4 six< -2
SO =9 x%2+4 si 2<x<2

x2—4 si x>2

2x si x<-2
fila)=9-2x si 2<x<2

2x s o x>2

En x=-2 no es derivable, pues f(—27) = —4 # ['(-2") = 4.

En x =2 no es derivable, pues f(27) = -4 = f'(27) = 4.
® [a derivada se anula en x = 0.
e Signo de la derivada: S0 >0 fl<0 L f1>0

® La funcion tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene maximo absoluto ( lim f(x) = lim f(x) = +e<).
X — e X ——=e

* Tiene un minimo relativo en (-2, 0) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que f(x) =0 para todo =x.

Ejercicio 8:
Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y = :'7 tenga un linico ex-
tremo relativo. x“+c

;Se trata de un maximo o de un minimo?

F16) = e+ —e*-2x _ ¥’ +c—2%)

(x2 + ¢)? (x? + )2

2+ V4 — 4¢
2

fllx)=0 — x2_2x+¢c=0 — x-=

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 — c=1

En este caso seria:

X , }rr(x') _ e*(x + 1)2

y=—"— Jfx
’ x?+1 (x? + 1)

fllx)=0 — x=1
flo) >0 si x#1 — [flx) escreciente si x # 1.

Hay un punto de inflexion en x = 1.

11



Ejercicio 9:

Estudia el crecimiento de la funcion:

J(x) = e¥ (cos x + sen x)
v determina los maximos y minimos de la funcion para x [0, 2r].
Consideramos la funcion: f(x) = e¥(cos x + sen x) para x € [0, 2nl.

Calculamos la derivada:

f(x) = e¥(cos x + sen x) + e¥(—sen x + cos x) = ¢¥(2 cos x) = 2e* cos x

fllxy=0 — cosx=0 (para x € [0, 21':])

/\

.‘x' = ,—
2
Signo de la derivada:
. ,
: >0 : fr<0 : f1=0 :
0 / b \ 3n n
2 2
.. . m! i
La funcién: es creciente en |0, E) 1J 37 211:]
. m "
es decreciente en | —, 5—)
2 2
) L. T
tiene un MAaximo en > e™ 2]

. .. 3T
tiene un minmo en ("T. _8311,2)

Ejercicio 10:

Dada la funcién y = ax* + 3bx3 — 3x% — ax, calcula los valores de a y b sa-
biendo que la funcion tiene dos puntos de inflexion, uno en x =1 vy otro en

x=1/2.
f1(x) = 4ax® + 9bx* — 6x — a
70 = 12ax® + 18bx — 6
fMH=0 — 12a+ 18b—6=()} 2a +3b-1= 0}
fr1/2)=0 -  3a+9h-6=0 a+3b-2=0

Restando las igualdades: a+1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 22 ecuacién: 3b-3=0 — b=1

12



Ejercicio 11:
Sea f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) =0, f(0) = 2
y tiene dos extremos relativos para x=1 y x=2.

a)Halla a, b, c v d.

b) ;Son maximos o minimos los extremos relativos?

a) f(x) =ax?+ bx*+cx+d

fx) = 3ax? + 2bx + ¢

fy=0 — a+b+tc+d=10 a+b+d=-2 a =

=2 — c=2| ¢=2 b:?
(D=0 =  Ba+2b+c=0| 3a+2b=-2 c=2

f(2)=0 — 12a+4b+c=0 6a +2b =—1 d:—_ﬁ

Asi: flx) = LN BN - S i; flx)=x*-3x+2=(x-1) (x—2)
3 2 6

b) Signo de la derivada:

Hay un maximo para x =1 y un minimo para x = 2.

Ejercicio 12:
La curva y = x3 + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =-1 y tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a, b v c

y=x?+ax’+bx+c
fx) =3x2 + 2ax + b
["(x) = 6x + 2a

D=0 - -1+a-b+c=10 a—-b+c=1 a=—0

—t
—
—

f2)=1 — 8+4da+2b+c=1 bda+2b+c=—7 b

1
o

[ =0 = 12 + 2a =6 c

I
-

|

13



Ejercicio 13:
De la funcién f(x) = ax? + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto
tiene tangente paralela a la recta 3x + y = 0.

a)Halla a v b.

b) Determina sus extremos relativos y sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento.

a) f(x) = ax3 + bx;  f'(x) =3ax?+b

f=1 - a+b=1 } a=-2

o3
f(H=-3 — 3a+b=-3 b=3 } Slx) = 2x7 + 3x

b) f(x) = —6x2 + 3

fix)=0 — 32x2-1)=0 \ 5
x = T_
Signo de la derivada:
f1<0 >0 f1<0

. . V2 =
fiene un maximo en T, V2

Ejercicio 14:
La funcion f(x) = x% + ax? + bx + ¢ verificaque f(1) =1, f(1) =0 yque f
no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a, b v c.

& Sies f'(1)=0 yno bay exiremo relativo, tiene que baber una inflexion en x = 1.
flx)=x3+ax? +bx+c
S1x) =3x? + 2ax + b

["(x) = 6x + 2a

JSOH=1 —- l1l+a+b+c=1| a=-3

=0 — 3+2a+b=0 b=3 Jlx) = % — 3x? + 3x
=0 — 6+2a=0 c=0
Ejercicio 15:

14



Sea f(x)=x3+ax?+bx+5. Halla @ v b para que la curva y = f(x) tenga
en x =1 un punto de inflexiéon con tangente horizontal.

Sien x =1 tiene un punto de inflexién con tangente horizontal, ha de ser
S = f11) = 0.

Sx)=x3+ax?+bx+5

Si(x) =3x% + 2ax + b

f"(x) = 6x + 2a

(=0 — 3+2a+b=0| a=-3
fM1=0 = 6+2a=0 h=3

} fla)=ad —3x? +3x+ 5

Ejercicio 16:
Lacurva y=x3 + ax?+ Bx +7 cortaal eje OX en x =1 y tiene un punto de
inflexion en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente
paralela al eje OX.

f) =x3+ox?+PBx+y f(x)=3x+20x+B; (%) = 6x + 20.

SH=0 — 1+a+B+y=0 =9
f3)=2 — 27+9a+3B+y=2; P=24
f"3)=0 — 18+ 20=0 =_16

Asi: f(x) = x3—9x2 + 24x— 16; f'(x) = 3x% — 18x + 24

e Puntos con tangente horizontal:

Il
[ SIS

» 18+V324-288  18+V36 _18+6 _— X
() =0 — x= = =
[ X < ¢ 6 —— x

* Los puntos son (4, 0) y (2, 4).

Ejercicio 17:
Halla el dominio de definiciéon, maximos, minimos e intervalos de creci-
miento y decrecimiento de las siguientes funciones:

S
a) y= .‘t’z In x b) y= \lez + 2
a) y = x% In x. Dominio = (0, +=)

i) =2xnx+x*- 1. 2xinx+x=x2Inx+1)
x

15



Sx)=0 = xQ2hx+1)=0

x =0 (no vale, pues no esti en el dominio)

/\

- 1
2nx+1=0 — Ix=-+ - x=el2= —
2 Ne
Signo de la derivada:
fr<o f1>0
T : T
0 \ o172 /V
La funcién: es decreciente en (0, e™/%)
es creciente en (e7/2, +o<)
L . X 12 -1
tiene un minimo en |(e™"4, —
Ze
; 35—~ L
b)y = Vx?+ 2x . Dominio = R
i 2x+ 2 . .. . - .
Sfllx) = ———=-——(La funcidn no es derivable en x =0 nien x=-2).

33 (a2 + 2002

fx)=0 = 2x+2=0 — x=-1
Signo de la derivada:
<0 <0 1200 120

\—'2\—'1/'5}/'

La funcion: es decreciente en (—==, —1)

es creciente en (=1, +==)

tiene un minimo en (-1, —1)

Ejercicio 18:

Entre todos los triingulos isosceles de perimetro 30 cm, ;cuil es el de area
maxima?

Pertmetro =2x+ y=30 — y=30-2x

2
Altura = h = ‘\/xz — %

(5a—h)2
pon  (30-29- \/

Area = = =

2

- B0-20 '2\" 30x =225 _ 15 \)V30x — 225 = V(15 — 02(30x — 225) =

V30x2 — 1125x7 + 13500x — 50625

16



Tenemos que maximizar la funcién area:

f(x) = V3023 — 1125x2 + 13500x — 50 625

90x2% — 2250x + 13500

S1x) = —
230x3 — 1125x2% + 13500x — 50625

flx) =0 —  90x2—2250x+ 13500 =0
90(x2 —25x + 150) =0

C25+V625-600 _ 25+V25  25+5 _—x=15 (novale)
- <

+
2 2 2 =10

(2 =15 no vale, pues quedaria y =0, al ser perimetro = 30)

(f'(x) >0 a laizquierda de x=10 y f'(x) <0 a la derecha de x = 10. Por tan-
to, en x =10 hay un maximo).

Luego, el tridngulo de drea mdxima es el equildtero de lado 10 cm, cuya drea es

25V3 = 43,3 cm?.

Ejercicio 19:

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad
maxima. jCuil debe ser el radio de la base?

h2+ R2=100 — R2=100-h?

Volumen = % R*h = %n(mo —hHh = %ﬂ(]OOh - h¥

10 cm

Tenemos que maximizar la funcién volumen:

F(h) = %x(mh _ 1)

----------

e J'(h) = %E(IOO—fﬁhz)
fih)=0 — 100-3h’=0 — h= ?
(consideramos la raiz positiva, pues h = 0).
f'(th) >0 alaizquierda de h = @ vy f'th) <0 ala derecha de h= @
Luego, en h = @ hay un méximo).

Por tanto, el radio de la base sera:

2
22100 - h2 =100 100 _ 200 R:\/_O(]
3 3 3
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Ejercicio 20:
Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea
8 dm’. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior

sea minima.

Volumen = x?y =8 dm? — y-= %
x= i J
Superficie = 4xy + 2x* = 4.9{'% +2x% = 32, 2x? ____________
X X L
) < X
Tenemos que hallar el minimo de la funcién superficie: =
. _a A
[ =22 122 5 pi) = D2 4= B2 A
x x2 x?

f)=0 — B2+4x?=0 - x3=8 - x=2 — y=2

(En x =2 hay un minimo, pues f(x) <0 para x<2 y fi(x)>0 para x> 2).

Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.

Ejercicio 21:
En un triangulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se
inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del
tridngulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A, del rectangulo en funcion de la longitud de su base,
x, v dicudl es el dominio de la funcién.

b) Halla el valor maximo de esa funcion.

P P
a) A Los tridngulos ABC y DEC son semejantes; luego:
AB=10cm /! — —
' AB _ BC
i DE EC
i D Como AB =10 cm DE=y
Ly _ _ 5
L BC=6cm EC = HT"
B rii &
- tenemos que:
- 12 ¢ >
e 0__6 10__12
Y 12 — x Y 12 — x
2
- : . 10012 —x) _ 5(12—x) _ 60 —5x
100(12-x) =12y — y= = =
(12 -x) =12y Y 12 6 6
Por tanto, el area del rectingulo es:
Sy . 5,2 _ _ 5,2
A= p=o- 60 —5x) _ 60x—5x" ACx) = 60x — 5x
6 6 6

x puede tomar valores entre 0 y 12. Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)
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b) Hallamos el maximo de A(x):

_ 60 — 10x
6

Ax)=0 — 60-10x=0 — x=6 — yp=5

A'(x)

(En x =6 hay un miximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x>0).

El maximo de la funcion A(x) se alcanza en x = 0, que corresponde al rectan-

gulo de base 6 ¢cm y altura 5 cm. En este caso, el area es de 30 cm? (que es el
4area maxima).

Ejercicio 22:
De todos los rectangulos de area 100 dm?, halla las dimensiones del que
tenga la diagonal minima.

Area = x - =100 dm? — y= 100
. X
a y La diagonal mide:
- 2
d= T = .\/xz R (m) _ ’\/x2 + 10000
X . 4 x
Tenemos que minimizar la funcion:
10000
d(x) = ‘\/x2 + 5
x
2 20000
X — 3 ) '
d'(x) = X _ 2x* — 20000 _ x* — 10000
24 | 52 + 10000 53 xt + 10000 x2Vx* + 10000
x2 x

d')=0 — x1-10000=0 — x=V10000 =10 - x=10 — y=10

(En x =10 hay un minimo, pues d'(x) <0 a la izquierdade x=10 y d'(x) >0
a la derecha de x = 10).

Por tanto, la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.
Ejercicio 23:

Un tridngulo isosceles tiene el lado desigual de 12 m y
la altura relativa a ese lado de 5 m.

Encuentra un punto sobre la altura tal que la suma de
distancias a los tres vértices sea minima.

altura =5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:
=9
§=2d, +d,
Pero: d, = Va2 + 36y d,=5-x

Por tanto:

S(x) =2Vx2+ 36 +5—x
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Tenemos que minimizar la funcion S(x):

. . [ 2
Sx) = 2 - I.Zx 1= 2x—x + 36
2vx? + 36 Vx2 + 36

Sa)=0 — 2x-Vx?f+36 =0 — 2Zx=Vx?+36

4x2=x2+36 — 3x2=36 — x2=12 — x=412 =23

(consideramos solo la raiz positiva, pues x = (0).

(Fn x = 2\4'5 hay un minimo, pues S§(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'"(x) > (0 a su derecha).

Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2V3m de la base, situado sobre la al-
tura.

Ejercicio 24:
En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
area lateral es 50 cm?.

+Cuidl debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea el mayor posi-
ble?

N Area lateral cilindro = 2nrh =50 cm?2 — h = 50
N | ] 2nr
El volumen del cilindro es:
b .
Vemh =12 20 =25, — V() =25
2Tr
Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos

T ~ que el dominio de V{(») es el intervalo (0, 5].
~
10 cm Tenemos que maximizar V(») = 257, con r e (0, 5].
Como V(#) es una funcion creciente, su maximo se alcanza en r = 5.
Ejercicio 25:
Dada la funcién f:[1, e] — R definida por f(x) = 1, In x, determina cui-
x
les de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la mixima pendiente.
La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar
el maximo de:

S = _—l + % . xell, el
x :
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Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"(x):

JMx)=0 — 2-x=0 — x=2 €ll, ¢

(En x =2 hay un maximo relativo de f(x), pues f"(x) >0 a la izquierda de ese
valory f"(x) <0 a su derecha).
Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:

1
4

r@=L-02s5 =0 fre=<=L 023

&2
Por tanto, la recta tangente con pendiente maxima es la recta tangente en x = 2.
La hallamos:

| =

-

/(2= % +in2; f(2)=

=

La recta es: p = % +in2+ l,(.x— 2)
- 2 4

Ejercicio 26:
Se desea construir un depoésito de laton con forma de cilindro de drea total

54 cm?. Determina el radio de la base y la altura del cilindro para que el vo-
lumen sea maximo.

~— T~ Areatotal = 2nrh + 2112 = 54 cm?
~_ |
h = 54 — 2mr?
21y
h
54 — 2mr? . :
Volumen = trih = mr? - T =r(27 —mrd) = 27r—
\..._______________________/

Tenemos que maximizar la funcién V(r) = 27r — nr:

V(¥ = 27 — 3m

2
ViH=0 — 27-3m2=0 — p2=2L-2 o -3
jn & n
(En r = % hay un minimo, pues V'(r) < 0 a la izquierda de este valor y
NT

V'(r) = 0 a su derecha).

3 6 : . . L
Para r= —= — h=-—, dimensiones del cilindro de volumen maximo.

N VT
Ejercicio 27:
Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y

capacidad 80 cm?. Para la tapa v la superficie lateral usamos un determinado
material, pero para la base debemos emplear un material un 50% mas caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.
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Volumen = x>y =80 cm? — y= 8_(2)
X

) Para la tapa y el lateral — 2z €/cm?

Para la base — 1,5z €/cm?

El precio total seri:

’ ¢ P=zx?+4xy) + 152z(x?) = z(x2 + 4x - 8—(2)) +1,5x%z =
: x
X
= z(xz + —320) +15x%z = z(xz 320 1,5x2%| =
x x
st 2
- x

Tenemos que minimizar la funcién que nos da el precio:

i 320
P(x) = Z(Z.S.X'Z + —
x

Pi(x) = z(sx_ m) . Z(M)

X= .X'Z

Px)=0 — 5x3-320=0 — x’=064 — x=4 — yp=5
(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).
El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm v 5 cm de altura.
Ejercicio 28:

Con una limina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

Si la altura de la caja no puede pasar de 2 dm, ;cuil es la medida del lado del
cuadrado que debemos recortar?
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x x El volumen de la caja es:

x
T
.\D

10— 2x

Vix) = x(10 — 2x)%2, x € (0, 3)

X

~— 10 dn——

X
X
X X
«—10dm——
Tenemos que maximizar esta funcion:
V(x) = x(10 — 22x0)% = (100 + 4x2 — 40x) = 4x7 — 40x2 + 100x

V'(x) = 1222 — 80x + 100 = 4(3x% — 20x + 25)

_ 20400 —300 _ 20100 _ 20+ 10 _—* =5 (novale)

V=0 - x 6 6 6 ——x=5/3

(En x=5/3 hay un maximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este va-
lor vy es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.

Si la altura no puede pasar de 2 dim; es decir, si x € (0, 2), obtenemos el mismo re-
sultado: x =5/3.

Ejercicio 29:
Dado » >0, prueba que entre todos los nimeros positivos x e y tales que
x?+y*=r, lasuma x+y es maxima cuando x = y.

Como x? + 9% = r y nos dicen que y>0, entonces: y= Vr— x?
Asi, la suma es: S=x+y=x+ \r—x*

Tenemos que maximizar la funcién S(x) = x + Vr—x?:

_ _x2_
S'(x)=1+i=1— X =V[r X°—x
2Vr — a2 Vr— x? Vr— a2
S =0 — Vr—-x*=x — r-x*=x* - r=2 — x2=%
r
Como x>0 — x-= >

(En x = \ﬂ% hay un maximo, pues S(x) > 0 a la izquierda de ese valor y

S(x) <0 a su derecha).

Hallamos y: y = Vr—x? = '\lr—% = -\’%
,

Por tanto, la suma es mdxima cuando x =y = ER

Ejercicio 30:
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De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la
forma:

y=2+mlx-1)

Hallamos los puntos de corte con los ¢jes de la recta:

—Conelegje V - x=0 — y=2-m — Punto (0, 2—m)

— Con el ge X — yp=0 — x=1 —i —  Punto (1 —i, (])
m m

El area del triangulo es:
A(m) = l(] - 3)(2 —m) = l(z —m-2 s 2) = l(4 —m— i)
2 m 2 i 2 m
Hallamos el minimo de la funcion:
2
A'(m) = i(_l + i) _—m°+4
2 2

7
m 2m=

2 (no vale)
=_2

b
Am)=0 — -m?+4=0<__ .

(m =2 no vale, pues no formara un tridngulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).

(En m = -2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 a la izquierda de ese valor y
A'(m) >0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:

y=2-2(x-1); esdecirr y=-2x+4

Ejercicio 31:

Dos postes de 12 v 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un ca-
ble que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de es-
tos. ;Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del
cable sea minima?

La longitud total del cable es:

~ ¢

. . 18 i . T -
P N " Lo = 122 + (B0 - 0 + 182; es dedir:
x _, 30 —x . :
30m L(x) = Na?+ 144 + Vx? — 60x + 1224
L(x) = 2x N 2x — 60 x N x—30 _

2Vx2 + 144 2\Va?—60x+ 1224 a2+ 144 Vax?— 60x + 1224

a2 = 60x + 1224 + (e = 30) Va2 + 144
Va2 + 144) (2 — 60x + 1224)
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L) =0 — aVaZ—60x+ 1224 + (x—30) Va2 + 144 =0

xVxZ — 60x + 1224 = —(x— 30) Va2 + 144

x2(x? — 60x + 1224) = (x — 30)2(x2 + 144)

x% — 60x3 + 1224x2 = (a2 — 60x + 900) (x2 + 144)

x* = 60x% + 1224x% = x* + 144x? — 60x3 — 8640x + 900x% + 129600
180x2 + 8640x — 129600 = 0

X2+ 48x—720=0

x =

—48 +\2304 + 2880 _ —48+ 5184 _ —48+72 _— ¥ =12
2 2 2 T x = —60 (no vale)
(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0

a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (v a 18 m del
poste de 18 m).

Ejercicio 31:

Calcula el punto de la curva y = 1 — en el que la pendiente de la recta tan-
1+ x=

gente sea maxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) = S en x es Sf'(x). Tenemos que
1+x

hallar el maximo de f'(x).

; —2x
S = ————
(1 +x%)?
i = =201 a2+ 2x - 200 +xH - 2x - 20 +aH +8x% | 6?2

(1 + 2 A+x23 1+

i =0 — 6x2-2=0 — x=i‘\/%

S0 fr<0 o [">0

\‘\g \\E — im [ = lim f)=0

En x = —’\/% hay un maximo (absoluto) de f'(x) yen x= ’\/% hay un mini-

mo (absoluto) de f'(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es maxima es:

(‘_ﬁ z)
37 4
Ejercicio 32:
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Calcula, utilizando la regla de L'Hopital, los siguientes limites, que son del

. 0
tipo (3)

3 x .3
_ x?+1 . In(e™ + x-
a) lim ———— b) lim In(e™ + x7)
x—-1a-—3x—4 x—0 X
. a¥—=>b¥ . arclg x—x
d) lim —— e) lim
x—=0 X x—=0 X—Ssenx
. _ In(l+ x
g) lim In(cos 3x) h) lim 7{;, )
x—0 x2 x—0 A x5
- X —sen x
i) tim (7)
y—o0l asenx
] 2
) a0+ 1 P X
a) lim — = lim 5— = i = _é
x—o-1x2-3x—4 x—-12x—3 -5 2
o In(e¥ + x3) . e+ 3x2
b) lim Ine™+x7) _ lin - 3% =1
x—=0 x x—0 e +x
R senx _ ,.  COSX
c) lim ————— = Iim
r—=0 1 —cosx x—( Sen x
Hallamos los limites laterales:
) Ccos X _ cOs X
lim —— =—e; [im —— = +oo

x— (- Sen x x—(O* Sen x

B sen x
c) lim —/————
r—=0l—cosx

. e.\' —_ ese." X
) lim

x—=0 1—cos x

_ 2 (94
D lim 1 cosz(z.x)

x—=0 3x
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X X x X,
d) lim ato bt lim £ Ina-b"Inb =lma—Inb=m%
x>0 X X0 1 b
1 —2x Ox2 — 2
N 4. arclgx—x ) + x° (1 +xh? (1 + P
e) lim ZHYEXTX _ im A+xt lim O lim A+ x5 2
r—=0 X—s&nx x =0 1 —cosx xr—=0 sSen x xr—=0 COS X
] ) & — g%enx ) e — @ NX . cos x
) lim ——— = [lim =
y—0 1 —cosx x—=0 sen x
¥ — psenx COSz X+ @MY con A
= lim =0
x—0 COs X
—3 sen 3x
- . 3 . COSs 3x . -3 to 3x
a) lim M = lim _cosdx lim —3i1g3x _
x—0 x2 x—=0 2x x>0 X
. —9(1 + 1g? 3x) 9
= [lim =—=
x=0 2 2
] —
. In(l +x . 1+x . 4Vx
h) lim % = Iim ——= lim ———=
x =0 V2 x—=0 x—0 31 +x)
i I'_
4N
_ 2 (4 2 a1 (2) - 2 2 cop 4
D lim 1 cos9 (2x) _ lim 2 cos (2x) sen (2x) - 2 _ lim 2 sen 4x  _
x—=0 3x“ x—=0 6x x—=0 Ox
_ sen 4x _ 4 cos 4x 4
= lim —=lim ——— = —
x—0 3x x—=0 3 3
D lim ( X —sen x ) - lim 1— cosx - lim sen x -0
r a0\ XxXsenx X3 () SeN X+ X COSX X —s() COS X+ COS X —XSen x
Ejercicio 33:
Calcula los siguientes limites:
a) lim_cosxln(igx) b) lim (cos x + sen x)/*
x—=(n/2Fr x—=0
) lim (tg x)os¥ d) lim (e* + x3)Vx
X — TE/Z_ x—=0
= 1/x - 1+x
e) lim (1+ x)V: f) lim xIn
X —3 too X — oo X
1 \&x
g) lim (1 - sen 2x)“”'8 3x h) lim (—)
x—0 x—=0\X

27



a) lim cosxln(tgx)=(0-+=)=  [lim In(igx) _ ( +oo ) _
x - m2r xo a2 1 +oo

COS X
1+ x
to x 1+t x . + tol ¥
= lim _8xr o lim 72‘? = Iim cos x(12 g7 x) _
x—(m/2r senx x> @m2)- 187X x — (m/2)r g° x
cos® x cos X

= lim cosx( +1)=0-1=0

x— (m/2)r tg’ x

b) lim (cos x + sen 2)Y* Tomamos logaritmos:
x—=0
In (cos x + sen x) —sen x + cosx_ _ 1

= [lim
x x 0 COSX+senx

lim In (cos x + sen )V = Jim
x—=0 x—=0

Por tanto:  lim (cos x + sen x)V/* = e
x—=0

c)  lim (tg x)"™ ¥ Tomamos logaritmos:
x—-mnl
*) *)
lim In(gx)**¥= lim cosx-In(gx)=10 (ver apartado a))
x = x =2

Por tanto: lim (tgx)°®%=¢0=1
X — 2

d) lim (e*+ x»V* Tomamos logaritmos:
x—=0
, : . In(e¥ + x5 .Y+ 3x?
lim In (e + xHV* = lim InGe*+x) _ lim 73 =1
x—=0 x—=0 x x—=0 X+’

Por tanto:  lim (e* + xH¥ = ¢
x—

e) lim (1 +x)Y* Tomamos logaritmos:
X — +oo
lim In(1+ x)l-"x = lim md+x) _ lim 1 _ 0
X — oo X = +oo X x>+ 1 +X

Por tanto:  Jim (1 +x)V/*%=¢0=1
X — +oo

X
) lim xin(1+x]= lim x;'n(1+l)= lim In(1+l) =

X — oo X X —» too X X —» foo X

e
=En[ lim (1+l) ]=Ene=1

X — +oa
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2 lim (1 —sen 2x)°“8 3% = [y, (1 — sen 2x)/8 3% Tomamos logaritmos:
x—=0

lim In (1 —sen 2x)V83% = [y,

x =0

In (1 —sen 2x) _

-2 cos 2x

1—sen2x

-2
3

2

Irm -
x—=0 x—=0 1g 3x x—0 (1 + 3&’2 3x) 3
Por tanto:  lim (1 — sen 2x)08 3% = p=2/3
x =
1 \fex
h) lim (—) . Tomamos logaritmos:
x—0\X
gx ) . > —
lim In (l) = [lim tgxin (i) = Iim ltgx(=nx)] = lim senx(Cinx) _
x—=0 X x =0 X x—=0 x—=0 COs X
-1
= lim Inx  _ lim = I SETX e 2sen xcosx _ 0
x—0) COsXx x—=0 -1 x =0 X x—=0 1
sen x sen? x
1 tg x
Por tanto:  lim (—) =el=1
x—=0\X
Ejercicio 34:
Halla los siguientes limites:
— tgx—8 1—cosx+ x
a) lim w b) lim —— c) lim >
x—=0 e¥—-1 x = /2 Sec x + 10 x—=0 2x
a) lim L=CBX - iy SNX —
x—0 e¥—-1 x—=0 e¥
1
lgx—8 cos? x 1
by lim —————= lim —= lim ——— =1
x—om2 secx+ 10 g senx x—m/2 Sen x
cos® x
. 1 — cosx + x? . sen x + 2x . cosx+ 2 3
c) lim > = lim ——— = [im — = =
x =10 2x x—=0 4o x—=0 4 4
Ejercicio 35:
Calcula los siguientes limites:
- 1’ . 1 gx
a) lim - —) b) lim - =
ryso0lsemx x| x on/4\cos 2x  1—(4x/m)|
. 1
c) lim £ )
x—=1levY—e x—1,
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p 1 1y . x—senx _ - 1—-cosx _
a) lim ——|= lim ————— = Iim =
r—pl\senx x r—( Xsenx x—() SN X+ X cosx

sen x 0

= lim =—=10
x—0 COSx+cosx—xsenx 2
: . 1 g x . 1 — (4x/m) — tg x - cos 2x
b) lim — . — | = lim . — =
L cos 2 T 1 - Gim | xvms (cos 220(1 — (da/m)
—4/1 — cos 2x 2 g x - sen 2x _
= lim CcOs® X _ 2-4/n
x4 —2 sen 2x(1 — (4x/1)) + cos 2x - (—4/1) 0

Hallamos los limites laterales:

, - . - . . 1 fgx
j (-XJ = —oo, EI (_X) = Hocao (51 -xndo (-x-} = _ o _|.
x iT" 4‘f x —iﬁ-’li*f - 4 cos 2x 1 — (4x/m)

N g e 1 B e-x—e—e*+e _ e-x—e"

c) lim - - = lim —— = lim ——— — =
x—=1lle¥—e x-1 x—1 (e*—e)x—-1) x—=1(e¥—e)x-1)
. e—e~ - —e® _—e _ -1
= [lim — _ — = [lim - - - = — = —

x—=1ex—1 +(e¥—e) x—=1 e (x—1)+e¥+ e 2e 2
Ejercicio 36:
La grafica adjunta corresponde a la funcion
derivada, f', de una funcién f. P /
1
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f /
y di si tiene maximo o minimo. /'3 '

b) Estudia la concavidad y convexidad de f.
;Tiene punto de inflexion?

a) Signo de la derivada:

S'<0 . [>0
f fi=2)=0

\—2 /

Por tanto, la funcién f es decreciente en (—e=, —2)

es creciente en (=2, +e=)

tiene un minimo en x = —2.

> ().

b | =

- . 1 :
b) Como [f'(x) es una recta con pendiente 2 entonces f'(x) =

Por tanto, f es una funcién céncava. No tiene puntos de inflexion.
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Ejercicio 37:

Un polinomio de 3¢ grado ax3 + bx? + cx + d tiene un maximo relativo en

el punto x = p. Ese maximo relativo, ;puede ser maximo absoluto de la fun-
cion? Razonalo.

Un polinomio de tercer grado no tiene maximo absoluto.
Veamos por qué:

e Si fla) = ax3 +bx?+cx+d, con a>0, entonces:

lim f(x)=+= — f(x) notiecne maximo absoluto.
X = e

e Si f(x)=ax?+bx*+cx+d, con a<0, entonces:

lim filx)=+e= — f(x) notiene maximo absoluto.
X ——eo
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