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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato
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Definicidn: Se llama producto escalar de los vectores U y V, yse nota por U-V al n? real que se obtiene de Ia
siguiente forma:

- -

u-v =

N

u

-

\Y

N
- -
U,V |, es decir, el producto de los médulos por el coseno del

COs

angulo que forman dichos vectores.

Propiedades del producto escalar:

1: El producto escalar de un vector consigo mismo coincide con el cuadrado de su médulo

2

>0

—

u-u=|u

2: El producto escalar es conmutativo

> oo

uv=yv-u

3: El producto escalar es distributivo respecto a la suma de vectores
- (> - > oo
U V+W |[=U-V+UW
4: Se cumple que para cualquier n2 real A que:
-\ > - - - -
AU [Vv=U{AV |=4{UV
- -
5: uUu=0<u=_0

6: Desigualdad de Cauchy-Schwarz

- >

u-v

—

u

—>

< Y

7: Desigualdad de Minkowski

-> >

u+v

-

u

-

<|uj+|v

Proyeccién ortogonal de un vector sobre otro:

- - —
Consideremos dos vectores U y V que forman entre si un angulo & . Tenemos el vector proyeccidn ortogonal de U

-

N
sobre VvV, P , como se aprecia en el dibujo:
u
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= 4

= |

%
Podemos calcular el médulo de P- aplicando la definicién de coseno de « al tridangulo de la figura:
u

- -
p.|=|ufcos ¢|
u
- -
u-v
- > - |-
Ahora bien, por la definicion de producto escalar tenemos: U-V = |U|{V|COS & = |COS a| =0 sustituyendo enla
up{v
- > e
u-v u-v
- - -
L, . S = Ul—— L=
expresion anterior, nos queda: pu >||-| =2 pu -
uj{v \"

Expresion analitica del producto escalar

? = (1,0,0), _J> = (0,1,0), E = (0,0,1)} y es facil ver que los productos escalares

Considerando la base canénica B, = {

entre ellos son:

o1 1 [ o] Jei =0
?? 1 Tek=Kei=0
Kok =1 Jek=Kej=0

- - - -

- - - -
Si tenemos dos vectores U = (a,b,c)=a-i+b-j+c-k y v=(a',b',c')=a"“i+b"j+c'k, entonces:

-

> o > o
u-vs= (a-l +b-j+ C-k)-(a'-l +bj+ C'-kj = aplicamos la propiedades del producto escalar

- >

aai-i+ a-b'-?-?+ aci K+ba' TT+ b-b'-}-}t b'CI'_j)'E-F cak-i+chk. j+ cckk = aa+bbicc

Por tanto,

i
u-v = a-a+bb'+c-c'

Ejemplo: Dados los vectores J =(2,-10) y V =(-2,-1,5), entonces JC =2+(-2) + (-1)/(-1) +0-5=-3
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2. APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

a: Mddulo de un vector libre:

N

u

- 2 2 2
=Vuu =+a’+b*+c

b: Vectores unitarios de la misma direccion que uno dado:

Si J =(a,b,c)= a-T+ b-T+ c--E >

5
Si u=(a,b,c), podemos obtener dos vectores unitarios y en la misma direccién que él, obviamente de sentido
opuesto. Estos son:

J—( a b c )
b VaZ4b2+c? Jal+bi+c? Nal+b?+c?
- -a -b -C
u2=( )

JaZ+b2+c? JaZ+b?+c? a? +b? +c?

c: Anqulo entre dos vectores

- -
Si tenemos dos vectores U =(a,b,c) y v =(a',b’,c"), entonces el angulo entre ellos:

A - > A
- = u-v > = a-a'+bb'+cc
Ccos U, V|= i 9 COos| U ' V| =
ully Ja? +b? +c? a2 +b? +c?

d: Vectores ortogonales (perpendiculares entre si)

- - - -
Dos vectores U =(a,b,c) y v =(a',b',c") sonortogonalesyse nota U L v, siy sélo sisu producto escalar es 0,

- -
u-v=aa+bb'+cc'=0

e: Vector normal a un plano

Como ya sabemos del tema anterior, dado un plano en forma implicita, 7 = AX+ By + Cz + D =0, el vector normal a

ese planoes n=(A,B,C)

3. ANGULOS ENTRE ELEMENTOS DEL ESPACIO

a: Angulo entre dos rectas

Vamos a partir de que de las dos rectas podemos conocer sus vectores directores y también, como es obvio, un punto
por donde pasan. Asi, sean las rectas:

Pasa por P(x,,Y;,2,) Pasa por Q(X,,Y,,Z,)
r =

%)
1l

Vector director :u = (a,b,c) Vector director : v =(a',b',c")

El dngulo que forman las rectas es el mismo que el que forman sus vectores directores, es decir:

A - -
A > > u-v a-a'+bb'+c-c
COS| I, S |=COS| U,V | ==
ullv Ja? +b? +¢? +/a?+h2+c?
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A partir de esta expresion deducimos que:

- -

)rlssulveuv=0

- - - -
2)r||s< ullv<e u=twv,esdecir, los vectores directores son proporcionales

b: Angulo entre dos planos

Dos planos forman dos dngulos, & y 180°—«, nosotros siempre nos vamos a quedar con aquél que sea agudo.
Ademds, el dngulo que forman dos planos va a venir dado por el dngulo que forman sus vectores normales, pero
teniendo en cuenta que el angulo serd agudo.

- -
Sean dos planos 7, y 7,, con vectores normales respectivos, N, y N, , entonces:

A B »Aa B | lir;; |_ | A-A'+B'B'+C'C||
O e | =608 Mo =5 JAZ4BZC?/AZ4BZCT
NN,

Asi tenemos que:

- -> -

5
)7 Lz, n Ln,<nn,=0

- - - -
2) 7, | 7, & n, || n, < n, =tn, (es decir, los vectores normales son proporcionales)

c: Anqulo entre recta y plano

Vamos a calcular este angulo en funcion del vector director de la recta y del vector normal del plano. Por tanto sea una

- -
rectar de vector director U =(a,b,C) y un plano 7 cuyo vector normales N = (A, B,C). Como vemos en el dibujo el

. . . T . .
angulo o es el pedido. Y el angulo (E — aj es el dngulo que forma la recta con el vector normal. Como ademas « y

T .
(— - OCJ son complementarlos, tenemos que:

2
( A j 5 JH a-A+bB+cC
sen| r,7z |=COS| U,n |= . _)z
ulln \/a2+b2+cz'\/A2+Bz+C2

A partir de esta expresidn es facil ver que:

-

- -
)rfjlr<ulnsun=0

- - - -
2) r L7 < u|n< u=tn (esdecir, el vector director de la recta y el normal del plano son proporcionales)

5
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4. PROYECCIONES

a: Proyeccion de un punto sobre un plano

Dado un punto Py un plano 7z como el de la figura, se trata de conocer la proyeccién ortogonal de P sobre 7, P’

P

El procedimiento analitico es el siguiente:

- Hallamos larecta I que pasa por Py es perpendicular al plano 7, es decir, su vector director es el normal
del plano
- El punto P’ es la interseccion de la recta hallada y el plano 7

b: Proyeccion de un punto sobre una recta

Dado un punto Py unarecta I como en la figura se trata de conocer la proyeccion ortogonal de P sobre I, Q.

-

o

El procedimiento analitico es el siguiente:

N

- Construimos el plano 77 que pasa por Py es perpendicular a r (el vector director de la recta, U, es el vector
normal del plano)

- El punto Q pedido es la interseccion del plano 7 hallado y la recta dada r

b: Proyeccion de una recta sobre un plano

Dada unarecta I y un plano 7, se trata de proyectar ortogonalmente la recta sobre el plano, dando como resultado la
recta S

©ManoloMat



Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

BEREE R R R R

El procedimiento analitico es el siguiente:

- Hallamos el plano 7' que contiene ary es perpendiculara 7 (un punto de 7' es cualquier punto de ry sus
vectores directores seran el director de ry el normal de 7)
- Larecta proyeccion s es la interseccién de los planos 7 y 7'

a: Simétrico de un punto respecto de un plano

N &

P

Como vemos en el dibujo, nos dan un punto P y un plano 7, y nos piden calcular el simétrico de P respecto de 7. El
proceso es el siguiente:

- Calculamos la recta r que pasa por Py es perpendicular a 7 (el vector normal de 7 es el vector director de

r)

- Intersectamos la recta r con el plano 7 para obtener el punto M

- Calculamos P’ usando que M es el punto medio del segmento PP’

7
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b: Simétrico de un punto respecto de una recta

Nos dan como datos un punto P y una recta r, y nos piden calcular P’. El procedimiento es el siguiente:

- Calculamos el plano 7 que contiene a P y es perpendicular a r (el vector director de la recta r es el normal
del plano 7)
- Intersectamos el plano 7 y la recta r para obtener el punto M

- Calculamos P’ usando que M es el punto medio del segmento PP’

c: Simétrico de un punto respecto de otro punto

- Este caso es bastante facil y basta calcular P’ usando que M es el punto medio del segmento PP’

a: Recta que se apoya en dos rectas dadas y pasa por un punto determinado

Se nos pide calcular una recta s que se apoya en dos rectas I y I, y pasa por un punto P. El procedimiento analitico es
el siguiente:

- Hallamos el plano 77, que contiene a la recta I} y pasa por el punto P
- Hallamos el plano 77, que contiene a la recta I, y pasa por el punto P

- Llarecta s pedida es la interseccién de 7, y 7, (S=7,(\7x,)

b: Recta que se apoya en dos rectas dadas y es paralela a una dada

Se nos pide calcular una recta s que se apoya en dos rectas I y I, y es paralela a una recta I . El procedimiento
analitico es el siguiente:

- Hallamos el plano 77; que contiene a larecta I y es paralelo alarecta r
- Hallamos el plano 77, que contiene alarecta I, y es paraleloalarecta r

- Larecta s pedida es la intersecciénde 7, y 7, (S=7,(\7,)
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a: Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos A(X,Y,2) y B(X',y',2"), el vector libre que determinan es AB = (X'—X, y'-Y, 2'-2) . Se define la

distancia entre los puntos A(X,Y,2) y B(X',y',2') como el mddulo del vector AB = (X'—X, y'-Y,2'-2) que

determinan, y se representa como d(A, B) = ‘E‘ = \/(X'—X)2 + (y'—y)2 + (Z'—Z)2

b: Distancia de un punto a un plano

Nos dan un punto P(XO, Yo ZO) y unplano & = AX+ By + Cz + D =0 como vemos en el dibujo

P
L J

Longitud buscada

P
Qe

Hay dos formas de calcular la distancia o longitud que separa al punto del plano

12 forma: Calculando el punto Q de forma analoga a como se calculaba el punto M en el simétrico de un punto
respecto de un plano. Una vez obtenido Q tenemos que: d(P,a) = d(P,Q)

Este método es mds largo que el siguiente, pero es razonado.

_ |Ax, + By, +Cz, + D|

22 forma: Aplicando la férmula d(P, OC) =
VA* +B? +C?

c: Distancia entre dos planos paralelos

Dados dos planos paralelos @ = Ax+By+Cz+D =0y f=Ax+By+Cz+ D'=0, (iojo! Observad que son

paralelos y que tienen los mismos coeficientes en las variables). También tenemos dos formas de calcular la distancia
entre ellos:

12 forma: Tomar un punto de uno de ellos y calcular la distancia de ese punto al otro plano

D -D]

VA% + B2 +C?

22 forma: Aplicar la formula d(a, §) =
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