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Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

1. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES LIBRES

- - -> o

Definicidn: El producto vectorial de dos vectores libres V y W, que se nota por VXW , se define como:

-> > - - -> -
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-Siv=06w=06 v y w son proporcionales, entonces vxw =0
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- En caso contrario, vectores no nulos e independientes, VX W es otro vector que verifica:
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- Su direccidn es la recta perpendicular a los dos vectores, V y W

- Su sentido resulta de aplicar la regla del sacacorchos

* Positiva o dextrogira = Negativa o levogira
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Propiedades:
-> - - -
1: El producto vectorial es anticonmutativo: VXW = —Wx V

- -> o > 5> o o
2: El producto vectorial es distributivo respecto de la suma de vectores: Ux| V4+W |=UXV+UXW

3: (tujxv =UX(tUj=t(UXW) VteR

Interpretacion geométrica del producto vectorial

El médulo del producto vectorial de dos vectores libres coincide con el drea del paralelogramo que tiene por lados
- o

dichos vectores: Area del paralelogramo = [Vx W,

<
\
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Expresion analitica del producto vectorial

- -
Dados dos vectores libres vV = (al,bl,cl) y W= (a2 ,b,,c, ), se tiene que el vector producto vectorial se obtiene de

> 2 -
[ T
- -
efectuar el siguiente determinante: vxw =|a, b, cC,
a2 b2 C2
Vector director de una recta
Ax+By+Cz=D

Dada una recta en ecuaciones implicitas I = { sabemos pasar a paramétricas y asi obtener el

Ax+B'y+C'z= D"
vector director. Ahora tenemos otro método para calcular el vector director usando el producto vectorial de los dos
vectores normales de los dos planos que determinan la recta y es aplicando la siguiente férmula:

[
d=|A B C
A" B' C'

Area de un paralelogramo

-> o

Como ya vimos en el apartado anterior tenemos que: Area del paralelogramo = [Vx W,

Area de un tridngulo

El paralelogramo anterior si lo dividimos en dos tridngulos por una de sus diagonales, tenemos que el area del triangulo

- - 1»\7/‘
VX
2

- -
definido por los vectores V. = PQ y w= PQ es: Area del tridngulo= =

. 5

N
Dado un punto P yunarecta r de la que tenemos un punto por donde pasa A y un vector director V, se tiene que:

- -

vx AP
diP,r)=——

—>

\Y
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4. DISTANCIA ENTRE RECTAS

Rectas que se cortan o son coincidentes

Su distanciaes 0: d(r,s)=0

r _—
T
,,//

Rectas paralelas

Dadas dos rectas I y S que sean paralelas, para calcular la distancia entre ellas se toma un punto de una cualquiera de
ellas y se calcula la distancia de ese punto a la otra

d(r,s)=d(P,s)=d(Q,r)

' U

Rectas que se cruzan

Calculamos el plano 77 que contiene a una de las rectas S y es paralelo a la otra recta r

La distancia entre las dos rectas es la distancia de un punto P de larecta  al plano 7

r

Y il r

5. PRODUCTO MIXTO DE VECTORES LIBRES

> 5 >

-> - -
Definicién: El producto mixto de tres vectores libres U, V y W, que designaremos por [u,v, W} , Se obtiene operando

consecutivamente los productos escalar y vectorial
> 5 > >(-> -
u,v,wW|=U{ VXW
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Propiedades

1- El producto mixto cambia de signo si se permutan dos vectores entre si:

> 5 > > o5 > > o> o > o> >
u,v,W|=—|VvV,u,w|=—|{Uu,w,v|=—|wv,u

2: Se tiene que:

3: Se tiene que:

|:t-U,V,W:|=[U,t-V,W:|=[U,V,t-W}= t-‘:U,V,W}

Matemadticas Il de 22 de Bachillerato

4: El producto mixto es nulo siy sélo si los tres vectores son linealmente dependientes

Interpretacion geométrica del producto mixto

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores es el volumen del paralelepipedo que tiene por aristas los tres

vectores: Volumen del paralelepipedo =

> -5 >
u,v,w

Expresion analitica del producto mixto

- - -
Dados tres vectores libres U = (a,,b;,¢,), v =(a,,b,,c,) y w=(a,,b,,c,), se tiene que el vector producto mixto se

al bl Cl

- > o
obtiene de efectuar el siguiente determinante: [u, vV, W} =la, b, ¢,
a3 b3 C3

Volumen del paralelepipedo

Como hemos visto en el punto anterior, en la interpretacién geométrica del producto mixto, el valor absoluto del
producto mixto de tres vectores es igual al volumen del paralelepipedo que determinan:

Volumen del paralelepipedo =

> -5 >
uv,w
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Volumen del tetraedro

- - -
El volumen del tetraedro determinado por los vectores U, V y W es igual a:

1 l:ﬁ - a:l
u,v,w
6

Volumen del tetraedro = —

7. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN

Supongamos que tenemos dos rectas que se cruzan, cada una determinada por un punto por donde pasa y un vector

Q P

director: r= \7 S= \7 , entonces la distancia entre ellas se puede obtener por la formula:
r S
- 5> o
vV, PQ
d(r,s) ==———
V, XV,

8. RECTA PERPENDICULAR COMUN A OTRAS DOS

Se trata de calcular una recta que se apoya en otras dos y es perpendicular a ambas. Supongamos las dos rectas dadas
por un punto por donde pasan y su vector director:

El procedimiento es el siguiente:
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- - -
Calculamos un vector perpendicular a ambos vectores directores: W=V XV,

- - -

Calculamos el plano 7, que contiene a la recta r y al vector anterior W=V, XV,

- - >

Calculamos el plano 77, que contiene a la recta s y al vector anterior W=V, XV,

La recta pedida es la interseccion de los planos 7, y 7,
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