Ejercicios resueltos Matemdticas CCSS Il de 22 Bachillerato
EJERCICIOS RESUELTOS

UNIDAD 12: LiMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

Ejercicio 1:
Representa las funciones.
f(x) = 2x —3 glx) = x* + 2x —1

A partir de la grafica,
calcula los siguientes limites.

a) lim f(x) c) lim f(x)
X —— X—s+4
b) lim g(x) d) lim g(x)
X —— X—s+4
al lim f(x) = —oo A lim f(x) = +oo

b)  jim g(x) = +oe d) fim g(x) =+

N —p — O X —+4-1

Ejercicio 2:

Calcula los limites, y comprueba el resultado con tu calculadora.

. 2x*—6x+3  Ax*+x—12
al lim d) lim
xs+@ x* —3x+5 x—tw x2 —x? 42
. 2x? —6x* —x+1 1+ x —6x* + x°
b) lim o) lim — LS
xoke o 4x? + 5x —2 x=+% 3x+2x* —3
5x* + 3x —1

c)  lim
ke 6% —3x° + X

2 2

a) lim 2X=8x+3 _, d im 2 x=12
st x2 — 3x 45 ity x3 42
. 2xt —6x —x+1 1+ x—6x" + x°

B)  fim - = —oo e) [lim . = —oo
X3 % Axs + Hx — 2 x—s 4% 3x + 2x° — 3
_ 5x? 4+ 3x —1 5

c)  im - - = ——
=+ X — 33X + X 3

Ejercicio 3:
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Calcula los limites indicados en la funcion.
2x + 4 si x < 4
glx) =1 | .
X —=2x+1 six=>4

a) ﬁm}g{x ) c) lim glx) e) ."J"j"i;.'+ g(x)
== x—d4— X
b) lim g(x) d) lim g(x) f) lim g(x)

d) limg(x)= lim(2x +4) =10

x—3 k=3

a) lim g(x)=lim (2x + 4) = -2

x——3 x—3—3

b) lim g(x)= lim (x> — 2x+1)= 25 e) lim g(x)= lm(x* —2x +1) =25

x—h x—3hb x—6 x—ht
c) lim g(x)= lim (2x +4) =12 f) lim g(x)= lm(x* —2x+1)=9
K= X—sd K=" =it
Ejercicio 4:

Observa las graficas de las funciones f(x) y g(x), y halla los siguientes limites.

a) lim f(x)

=1

lim f(x)

x—T"

b) lim g(x)

x—1

lim g(x)

=1

a) lim f(x) = +oo b) lim g(x) = —oo
x—l x—3l

lim f(x) = 4o lim g(x) = +cc
x—1t =317
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Ejercicio 5:

Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

2 x4 2x
a) flim xX+6 c lim ——
x=2 oy D x—=4 8 _ J¥
3 ) 4 —2x
b) fim —— d) fim ———
x—3 g_xz x—1 —21'{‘]
2 z 2
a) me%—ﬁ_}ﬂ .ff'mx+6=—ao .I'Imx +6=+oc
= ox— 2 0 x=2m X — 2 X=X — 2
b) i — — =l fim — — = +oo im —>— —
¥=3 9 x< 0 w3 G — x x—3+ Q _ y?
2 2 2
c) lim X+ ox — 24 lim LEX — o0 firm u = —oo
¥—=4 B Jx 0 x=4- B — Dy r—=4* B — Jx
=1 xe — Qx4+ 1 0 =T X — 2x 41 w1 ¥ — 2x 4+
Ejercicio 6:
Dada la funcion f(x) definida a trozos, encuentra los limites.
2x+1 si x < —2
flx) =1 —2 §i—2<x<3
x—1 o
x* +6x—32 six>3
a) lim f(x) c) I’."mz f(x) e) flim f(x) g) lim f(x)
X——E x——2 x——2 x—3t
b) lim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x) h) fim f(x)
X—34 0 x——2% x—3 x—3
a) lim f(x) = —oo d fm flx)=-3 g) lim f(x)=—-5
K—p—x x—3—2* x—37
b) lim f(x) =+ e) lim f(x) = =3 h) .fmrl3 f(x) no existe.
3= ¥ —p—2 X—
c  lim flx)= -3 f}  lim f(x) = k.
x—3—2 x—3 2
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Ejercicio 7:

Problema 76. En la grafica de la funcion f dada

encuentra los siguientes limites: 4__
(@) lim f(x), (b) lim £(x), () limf(x), (&) AP | [ f
limf(x), () limf(x). O lims, @ - \: _|Fi [

lim f(x), (h) li";.fix) .
Solucién: (a) lim f(x)=2: (b) lim f(x)=4:

x—-1

(c) lim f(x) no existe, porque 5 _;4 _:3 _:?’ _:1 1 2 3 )\_

- b

lim f(x)= lim f(x): (d) lim £(x)=0: (e) lim £(x) lim f(x)=4:(f) lim f(x)=4

x——2

(g) lim f(x) = 4porque lim f(x) = lim f(x)=4:(h) im f(x)=2.

Ejercicio 8:

Calcula.

a) xE.Tx (x* —3x?) ) x'f_f,Tx (—2x* 4+ 8x® —3x? 4+ 27x —42)
b) Jim (x* +2x° + x* —17x) d) XETI(1—3X3+5X2—6;()

a) fim (x* —3x?) =+

X —3 +om

b) fim (x* +2x° + x? —17x) = 4+ o0

X—»+=

o) Ilim (—2x* +8x> —3x? +27x —42) = —co

X— 4o
d) fim (1—3x> +5x° —6X) = —00
X—»+00

Ejercicio 9:

Determina los limites.

a) lim (6x° + x?) c) lim (5x> —3x% —16x + 3)
b) Iim (x* +4x*+7x* —12x+1) d) Jim (7 —12x + 3x%? + 9x?)
a) lim (6x° + x?) = —o0

D) fim (x* +4x> +7x> —12x+1) = 4+

) Jim (5x° —=3x? —16x+3)= —0
d) Jim (7 —12x 4+ 3x2 +9x%) = —



Ejercicio 10:
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Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

x? 4+ 6
x—2

a) lim

x—32

b) lim 3

a) im—m—— —

x? 4 2x 24
<) lim —
x—=4 8B Jx 0

d) ﬁmi
=1 x? — 2x 41

2
_)_
0

Ejercicio 11:

o x? 4+ 2x
c) lim —-
x—4 8 — 2X
. 4 — 2x
d) flim 5
x=1 x< —2x+1
2 2
ffmxiw:—oo lim = +6f—|—oo
x—2- X —2 x—=2t  x — 2
lim = 4 oo lim = — >
x—=3- 9 — X2 x—3t g XZ
2 2
j X—|—2X:+ P x—|—2x:_
x—=4 8 — 2x x—4t B — 2x
4 2x . 4 2x
im = +too lim = } oo
x=1T x? — x4+ 1 =1 x? _ 2x 41
3x—1

Problema 85. Encuentre el lim —

., : 3x—1
Solucion: lim — !

=2 xT =546
3x—1

—_—— = lim
2 X546 2 (x-3)(x—2)

Cuando x—2" , vemos que (3x — 1) 5, (x — 3)> -1, y (x — 2)—> 0 ; entonces el
numerador tiende a 5. pero el denominador es negativo y tiende a cero. Por lo tanto
3x—1

concluimos que lim —

x—2" x° —

Ejercicio 12:

a) flim f(x)

X——0

b) fim f(x)

X—s4

c) lim f(x)

x——2

d) lim f(x)

x——1

al lim flx) =+

¥ —% — G

by fim f(x)=0

N — -0

5+6

Observa la grafica de la funcion
y determina los limites que se indican.

—00

c) lim f(x) no existe.

K—s—2

d) lim f(x) no existe.

w——1
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Ejercicio 13:

Haz la grafica aproximada de una funcion que cumpla las siguientes condiciones.

= |lim fix)=20

a—p—%

« lim f(x) =4

w—p—2

= [im f(x) =4

x—34%

« fim fix)=—oc

x——27

Respuesta abierta.

Ejercicio 14:

Realiza la grafica aproximada de una funcion que cumpla las siguientes condiciones.

lim g(x) = —=

X —p

« lim g(x)=3

X —2

« lim g(x)=—2

x—»2"

= lim g(x)=0

=y

Respuesta abierta.
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Ejercicio 15:

» Calcula los limites de las funciones siguientes en los puntos que se indican.
Donde convenga, especifica €l valor del limite a la izquierda y a la derecha del
punto. Representa griaficamente los resultados:

3
a) f(x) = ad en-2,0y2 I:n}_j"’lf.:ll:']-M en2, 0v3
xio (x—-2)°
c]f(x}-ﬂ enly-3 d) f(x) = x* en0y-3
x2+2x-3 a3+ 3
a) f(x) = ) '
’ i (x+ 2)(x—2) ‘ '\
fim f(x) = —eo ' :
x —» = . .
No existe  Jim fix). } 4'
lim f(x)=+eo x— 2 —2; 2 3
I (x) =0 1
x ﬂjn J \i \E
lim _ f(x) = —eo
x —» 2
No existe lim f(x).
lim _ f(x) = +oo x— 2
x— 2
b) f(x) = 4lx-3) 53 !
(x — 2)? :
lim f(x)=—e
x—2 '
e R
lim f(x)=-3 2 3
x— 0 4 :
lim f(x)=20 .
x—3 _3e \E{
(x — 1)
c) flx) =
A (x—1)(x+3)
lim f(x)=0 I '
x—=1 .
lim f(x) = +eo
X = -3 |
No existe  fim [f(x). —t———

lim f(x) = —es &= =

x =3 -5

.____
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.I { ‘1—&
} _‘_\_1} = —_—
DS xila + 3)
fim flx)=20

x—»0

lim f(x) = —ee
* -3 No existe fim  f(x).

fim [f(x)= +oo ==

x— -3

Ejercicio 16:

\

'
i
i
'
'
'
'
i
i
'
i
i
'

1

¥
'
i
i
'
'
'
'
'
'
i
'

Di el limite cuando x — +== de las siguientes funciones dadas por sus grafi-

cas:

F4ARN

/
=)

»=fx

VAVAVAN

fim  fi(x) = —oe lim f,(x)=-3
X = oo X — oo
fim  fi(x) = +oo lim f,(x) no existe.
X =3 dem O X —3 4os
Ejercicio 17:
Sobre la grifica de la funcion f(x), halla:
a) Iim [f(x) b) Iim [f(x) c) lim f(x)
x — =3 x — 3" x—0
e) lim f(x) f) im f(x) g) lim f(x)
x— 2 x— 2t A3 b=
] 7
f P
7
=N
= ;
[’.l"
a) +eo b) —ee c) 2
e) 0 f)3 g) +eo

d) im [f(x)

X —% —oa

h) lim f(x)

x —» =2

d) o

h) 0
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Ejercicio 18:

Analiza la siguiente grafica que representa una funcion f(x) y calcula:

LEEEEEEEEEEEEEE a) Ii_.n;l f(x) f) £(0)
HEEE b) lim £(x) a) f(1)
e c) lim f{x) h) £(2)
AN d) lim f(x) i) £(3)
q 1 e) lim f(x) i) f(4)
a) lim f(x) No existe c) lim f(x) = 3 e) lim fix) = 2 g) f{(1) =2 i) f(3) =2
b) lim f(x) = 2 d) lim f(x) No existe ) f(0) =0 h) £(2) = 1 i) f(4) No existe
Ejercicio 19:
Halla los siguientes limites.
x+5 . Vexr —3x¥ — 3 . VX + 3x ¥ -6
I —x73 b) im o+ 1 oim—=3s dim s=—
X+ 5 1 Ve + 36
VNt —xv2 2 ofim—+s —F
WBx — 3¢ -3 _ ¥ -6
bj xl_l-.r!-L 2x + 1 =1 d} .el—lorfl "':".leg — X =0
Ejercicio 20:
Halla, si existen, estos limites:
a) fin——=2 o) lim 2= e) lim XS ) lim X =3
o= 20 + 1 X = nY - 2¢ I -2
X =1 . x-1 . oxt = 3x . X =-3x
oI Dt Niy—2e MMy
x—3 -3 _ X — 3x
a) Ilm o 1 |L1 (x Ay —% e) lim I| M- 9¢ No existe. Ver casos f) y g)
x—1 o x=1 .1 X' — 3 Xx*-3) _ 10 _
D) fim o = Im gy =y = 0 m g = Im =5 = 707 = **
x—1 ox=1 .1 - oxt— 3 i -3) _ 10 _
im e =M - my=+= g) lim —Qf‘lﬂ‘x{x— ) - 4.0~
. -1 . x-1 : 1T X =3
DM e - M=y ~IMy=7 = WM =



Ejercicio 21:

Halla los siguientes limites, si existen, en la funcion: f(x) =
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X

X -2
2x — 1 1<=x<4
VX+x+1 x=4

x = 1

a) lim f(x) b) limf(x) c) lim f(x) d) limf(x) e) limf(x) f) lim f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)

; ; X
) Iy ) =l -2 =0

b) lim f(x) no existe. Ver casos c) y d)

¢) lim f(x) = lim —%

x—1 x—1 - 2

= —1
d) lim f(x) = lim (2x—1) =1

Ejercicio 22:

e) lim f(x) = lim (2x — 1) = 5
f) lim f(x) = lim (Vx + x+ 1) = 7
a) lim fix) = lim (2x — 1) =7

h) l,,'f@ flx) =7

En cada caso, esboza el dibujo de la grafica de una funcion gue cumpla las condiciones dadas.

a) - Iirp fix) = —=
. le_n:gl flx) = +=
= Asintota horizontal y = 2 en —=

- Asintota vertical en x = 1

Ejercicio 23:
Resuelve los limites.

(2x — 3)(x + 3)

a) [Ilim
x=>=3 (x 4+ 1)(x + 3)
2x? —9 10
by lim X X +

x>2 3x? —T7x + 2
3 2
o lim 3x° +12x X a

x—=—4 x3 4+ 7x? +14x + 8

d)

e)

f)

10

b) - lim f(x) = 2
=Six =0 flx) =2
- Asintota oblicua y = x

= Discontinuidad evitable en (1, —2)

o x® —9x? +15x + 25
lim

x=5 x? —5x? 4 2x — 10
. 2x2—11x+ 14
lim

x=2 Ax? —16x + 16

x? 4+ x? —x —1
x> + 2x? + x

lim

x——1
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(2x —3)(x + 3) 0

a) [im - —
=3 (x 4+ 1(x +3) 0
jm 2X=3Nx+3) _ . 2x=3 _ 9

=3 (X +1)(x +3) =3 x4 ] 2

2x? — 9x + 10 0

b) lim - —
x=2 3x? — Ix 42 0
2 — — — —
fim 2X 9x 4+ 10 . (x —2)(2x = 5) _ i 2X—5 :_1

m— J—
x=2 3x? — Ix +2 =2 (x =2)(3x =1  x=2 3x — 1 5

3 2_ _
Jd lim 3x7 +12x x—4 _)E

x—-4 y3 + Tx? + 14x + 8 0

3+ 12X —x—4 _ (x+4)(3x"—1)
lim - = [im =
-t x4+ IxP+ 14x +8 =t (x +4)(x*+ 3x +2)

) 3x? —1 47
= lim =

—-4 x'43x+2 6

x* —0x? +15x+ 25 0
_>

d) lim - —
=5 ¥ — 5x* + 2x — 10 0
X —9x'+15x+ 25 C (x—=5)x"—4x —-5) X —4x -5
lim = lim = fim————=0
=5 x 5%+ 2x —10 =5 (x=5)x*+2) =5 xi4 2
o I 2 =Tx+14 0
=2 4x2 —16x +16 0
22X =1x+14 o (x=2)2x=7) . 2x—=7 3
fim - = lim = lim ———
=2 4x° —16Xx + 16 x=2(x — 2)(4x — B) =24y — 8 0
22X —=11x+14 o 2xt —=1x+14
lim =+ lim - E—
=2 4x? —16x + 16 =2t 4x? —16x + 16
£ _ _-| El
f) fim 2 TX X — —
==l x4 2x7 4 x 0
3 : 2 - -
me—i—x X 1=ﬁmtx—|—1:| (x 1}=ﬁmx 1=2
=l x4 2P+ x et x(x41) ==l X

11
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Ejercicio 24:

Dada la funcion:

2x? +3x—2
flx) = .
x° —4
determina los siguientes limites.
a) xf_{Tx f(x) b) f.l'rr{ f(x) ¢ lim f(x) d) Hmz f(x)
a) fim f(x)=2
b) lim f(x) = —1
a lim f(x) =2
. 0
d) lim f(x) - —
x—s—2 0
| 2 +3x -2 i x+2)2x-1) . 2x—-1 5
-1 xt -4 =2 (x+2)(x—2) —=2x-—-2 4

Ejercicio 25:

Ejemplo A.4 VT F 14 22
Calcular lim

ztoe T+ 1+ 22

. . o0
De nuevo vemos que se trata de un limite de tipo —.
00

Ohbservamos los términos que aparecen:

e en el numerador aparecen v/x¥ + 1, cuyo comportamiento cuando r — +o0c es como Vr? = 292 = 22, y 22
e en el denominador aparecen /r + 1, cuyo comportamiento es como T = x'/3, y 2.

Por tanto lo que tiende a infinito mas rapidamente es 12 (es la mayor potencia de x que aparece). Se puede,

pues, aplicar la técnica de dividir numerador y denominador por 2.

Sin embargo, es mas facil tener en cuenta sélo los términos dominantes, como antes:
e cuando r — +oc el numerador se comporta como =% + r? = 222,

e cuando & — +oc el denominador se comporta como 2z,

En consecuencia se tiene

i VIt +1+ 22 i 222

im = lim — = lim =400
z—+oo Hr4+1+ 2z r—+oo Qg x—++oo

Ejercicio 26:

Resolver los siguientes limites:

3 — —
a) limxz—+1; b) lim':—s; ) limﬁ;
x—=—1 4= _ ] x—=3 < 5 x—3 x—3
. Nx+2-/2 ) X 2%
d) lim ; e) lim—s——;
x—0 x -2 x° —4x+4

12
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indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,

descomponemos en factores numerador vy denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por -1:

X —x+1 _ 3

= _ R

RS (x+1)(xz—x+1)
Iim 5 =lim =lim
o1yt —1 1 (x+1)(x-1) r—-1  x—1 2

o|o

b) lim ’:_5 indeterminacion de la forma {
x5 y° —225

}. Para evitarla,
Y

descomponemos en factores numerador denominador,

simplificamos y por ultimo sustituimos x por 5:

x—5 . 1 1

-

lim 2_ =lim =lim =
=5 x°—25 *5(x+5)(x—5) =5x+5 10

c) Iim—':Hl_2 indeterminacion de la forma {g} Para evitarla,

x—3 x—
racionalizamos, simplificamos y por ultimo sustituimos x por 3:

Ja+l-2 (m_z)(m*“z) . x+1-4

lim———=1im =1lim

=i x-3 s (x—3)[\f'x+1+2] -T—’3{x—3)[qfx+1+2)
x-3 . 1 1

=lim =—

TR ) (Vriie2) i (Yaiie2) 4

d) lim [x+2-y2 indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,

x—0 x
racionalizamos, simplificamos y por ultimo sustituimos x por 0:

m_ﬁ_l_ (x!x+2—ﬁ)(\r‘x+2+ﬁ)
x o x(Jxr2+2)

x+2-2 1 1 2

lim

x—s0

~lim Clim—— = = ¥
x‘*“x(q‘x+2+x/§] 0 x+2+442 242 4

13
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2
. x°—2x
e) lim—
-2 x° —4x+4
descomponemos en factores numerador vy denominador,

simplificamos y por ultimo sustituimos x por 2:

indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,

2

_ 2

lim—2 =2 i X2 ¥
—2 ¥  —4x+4 x—2 (I-—Z} va(x__Z)

Ejercicio 27:

lim (\/x2+x+2—(x—5))

x—+too

Solucion

Tenemos una resta de infinitos:

lim (\/x2+x+2—(x—5)):m—oo

x—+oo

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

Vxi+x+2—(x—5)=

ViZ+x+2+(x—5)
=(vVx*+x+2— x—S)- =
( ( )vx2+x+2—|—(x—5]

_(vx2+x+2)2—(x—5]2_
VXZrx+2+(x—5)
_x2+x+2—(x2+25—1[]x]_
ViZtx+2+ (x—5)

_ 11x — 23
VxZ+x+2+(x—5)

14
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Asi, es mas facil calcular el limite:

I 11x — 23
im
xotoox2 £ x + 2+ (x —5)
~ lim 11x — 23
N x—+oo 1|.I' _I_ X
_ 11x — 23 11
= lim —=—
x—=+o0 X 4 x 2
Ejercicio 28:
. x'—4
Problema 42. Calcular lim > Xx-220
X—L I‘I'—
Xt -4 (x=2)(x+2
Solucion: llm"r =lim (x—2)(x+2) - llm[ x+2)=4
x—32 X — 2 x—32 {x — 2) x—32
Ejercicio 29:
Problema 43. Calcular lim L"f‘:z X—2%0
X—hL .,T_ —_

Solucion: ]un =
=1 x4 =l (x+2)(x-2) —2(x+2) 4

—3,r+2 Co(x—=-(x=-2) .. (x—=1 1
——— =1lim = lim =

Ejercicio 30:

3_ 2\ ¥ 1
lim ( )
X——oo 3 — X

Solucién

El limite de la base y el del exponente son

x——c0 3 — X

lim x2—1=+4ow

X——0o
Por tanto,
2_
y (3 — Zx)x !
1m =
X——o00 3 — X
=2%® = too

El resultado es infinito porque la base es mayor que 1.

15
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Ejercicio 31:
x -1
Problema 47. Evaluar lin]l T x-1#0
X—3 x =
3 2
. s S | o (x—=Ix" +x+1 . 3
Solucion: lim — llm( X ) =lmx +x+1=3
.'L'—.i] l;l." —_ 1 .'I.'—.FJ v‘[‘ —_ 1 .1.'—.|'J
Ejercicio 32:
Problema 57. Hallar el limY>—2 .x 4 =0
x—a» X — 4
Solucion: lmY* =2 _jim X =2DEx+2) o o=@ 0 x-4
=i x4 o x—)x+2) - +2) - +2)
— lim—— = ———— =
i fx+2 Ja+2 4
Ejercicio 33:
Problema 58. Calcular el lim —— o _x+4 %0

x——4 i:[- + 4
Solucion:

lim x+4 — lim (x+4N~vx+4) — lim {.1’+4)(-Jx+4}=1.lm (x+4)~/x+4)

= fxra A Sxr x4 ot (Ix+4) =4 x+4

limvx+4=+—4+4=0

x——4
Ejercicio 34:
y 5 —vx? -1
1m
x—too 5 _ 1,.'1 + xz
Solucion

Tenemos infinito partido infinito.

El limite depende de los sumandos IE, asi que podemos omitir los otros:
] 5 —vx?—-1
ey Vi axz
et
= am = =1

16



