Ejercicios resueltos Matemdticas CCSS Il de 22 Bachillerato
EJERCICIOS RESUELTOS

UNIDAD 15: CALCULO INTEGRAL

Ejercicio 1:

Calcula las siguientes integrales.

a) J(xz-Hc)dx b) J\/dex ) J(2x2—3x+ 5) dx d) J

2

3
a) J(}(2 +x)dx:x?+x7—|—k

5
3 2 NS
b) J«,Hﬁ dx:Jﬂ dx:XT-i—k:z X

+k
5 5
2
[ 2x? 3x?
9 | —3x+5) dv=2 — 2 L5xtk
) 3 2
[ 2 3
d [ L=k
J1 3 X 2x?
Ejercicio 2:
Calcula las siguientes integrales:
2) J.?x‘iafr b) J‘ﬁdr
<) J‘S\';dt‘
& g x _?xs
a) J‘?x dx—??+k—T+k
1 g (2 _xt =1
b)fx_dx_fx e
c) J‘ija'.'x J‘”3afx ’2!3 :%ﬁyghé’
Ejercicio 3
Halla estas integrales.
(U273
x“(x° —2
a) JZx(x2+3)“dx c) ( ) dx
J
2x [ x?
b) —dx d) 3—dx
x? —1 ) x*—6
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2 S

a) r2x(x2+3)“ o 03T o
i 5
[ 2x

b) dx=|n|x2—1|+k
J x* =1
[ 2 3_2 3_22

9 x2 (x )dx=(x ) Lk
3 3 18
r2

d) |—X—dc=—In|x —6|+k
] x*—6 3

Ejercicio 4:

Halla las primitivas de estas funciones:
a) f(x) = (x3 =5x+ 3)? (3x2-5)

b) f(x) = (5x + 1)3

_ 3x2-3
c)f{x) - x? - 3x
_ x =1
djf{x) X —3x

v - (x3—53x+3]3 b

a) J'(xﬂ -5x+3)2(3x? =9)

3.1 (5::c‘+ljlﬁj ~ |[S.1r+1:|ri
b) J.(5x+l] .cir—s — ‘”?_—ED +k

c) J.?’xz_?’ d=1In|x=3x|+k

x3 = 3x

d}f x -1 a{x=éfn|x3‘-3x|+k
e =

x3 -3
Ejercicio 5:
Calcula las siguientes integrales.
X [ 5 2x
2d Q |[|=| dx
J J 2" : le]
b) J'e"“dx d) [(e7®+e* ") dx
J
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i 2% 2%'”
J 22 +k= +k
In2 In2
Jex+l dX x+1+k
[5 ]2x
2
o Jaf -3
2

In

Mo | b

d} J' —21 + ex—l} dX — _% i e—2x + e3(—‘I + k

Ejercicio 6
Halla estas |ntegrales.
R 35)(—]
a) [59F".2x dx ) 5 dx
b) Jze?“ dx d) J X dx
e)(

x4 Sx—1 5x—1 Sx—1
3 JS*2*1~2xdx:5 +k c)J3 =t L3 3
In 5 2 2 5 In3 101In3

b) Jze?” dx=4e2 4k d J X
Ejercicio 7:

1 1
Calcula las integrales definidas J x*dxy J x> dXx.

-1 0
1 g
J 4 » 4 4
1 4 1
X 1
Cdx=|"—| =—
Jo 4 1 4
Ejercicio 8:

2
Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: J; e* dx
2
Gx) = J:D e dx=e*
G(2)=¢% G0)=1
2
Lexﬂixzfz—l=6,39

La interpretacion geométrica puede verse a la derecha:

Area del recinto = ¢2 =1 = 6,39
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Ejercicio 9:
Halla el 4rea comprendida entre y = x% — x% - 2x y el eje X.
* Puntos de corte con el eje X:

2 -x?=2x=0 = x(x?=x=2)=0 5 x,=-1, x,=0, x5=2

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 2]

« G(-1) = -1—52; G(0) = 0; G(2) = —%

» Area del recinto I = |G(0) - G(~1)| = %
Area del recinto II = |G(2) - G(0)] = %

, _5.,8_37 0842
Arca(otal_12+ .7 3,08 u

oo

Ejercicio 10:
Determina el 4rea limitada por la gréfica de la funcién f(x) = x* — 1 y el eje X
en el intervalo [—2, 2].

3
f)=0—- x> —1=0-— x= =1 F(x):J(xz—de:X——x

1 2
J (x* —1) dx J (x* — 1) dx
-1 1

=|F(=N=F(=2)[+|F() = F(=D|+|F(2) = F()| =

-1
Area = “ (x> —1) dx

-2

+ ps

2 2 2 2 2 2
3333
3 3 3 3 303
Ejercicio 11:
Determina el area comprendida entre las funciones f(x) = x> — 4y g(x) =x+ 2
en el intervalo [—3, 4].

f(X]Zg(X)—)X2—4:X+2_>X2_X_6:O_){x—_2

x=73

F(X)=J(x2—4—(X+2))dx=J(x2 Cx—6)dx =X _6x

3 2
-2
U (x*—x—86)dx

-3

+ +

3
J (x?—x —6) dx
-2

4
J (x2—x —6) dx
3

=|F(=2)—F(=3)|+

2 9 27 22 32 27 53
+FB)V—F(=2|+[F(4) —FB)| ==+ |-— -+ |—+ ==
3 2 2 3 3 2 2
Ejercicio 12:

4
Calcula j |3x]|dx .
-

-3x -1<x<0.
Como f(x)=|3x\=;3x Dexed

4 0 4 0 4 0 4
j |3x| dx=_[ ‘3X|dx+j |3x\dx=-[ —3xdx+j 3xdx={—ix2} +[§x2] 3.3 N
-1 -1 0 -1 0 2 4 L2 0o 2 2 2

4
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Ejercicio 13:

Calcula el area encerrada por el eje X, la grafica de f(x) = )((x2 - 1) y las rectas verticales x=-1y x=1.

La funcién es f(x)=x(x2—1)=x(x+1)(x—1). Y /‘

f
Corta al eje horizontal en los puntos A(-1, 0), O(0, 0) y C(1, 0). 1
Y al gje vertical en el punto O(0, 0). 0 X
Piden la suma de las areas de las zonas sombreadas. /
Como la funcién es simétrica respecto del origen, ambas zonas son iguales.

Por tanto el area pedida es:

0 0 4 270 11 1
A:z.Lx(x2 —1)dx:2.[_1(x3 —x)dx—2[%—x?L _2[0—&7}}_5 T

Ejercicio 14:
Comprueba si las funciones F(x) son primitivas de f(x).

a) Flx)=x*—6x24+2x—1 f(x) =3x2—12x+2
b) F(x)=2x*—x*—-3x+9,5 f(x)=6x—12x2—%x2

x2 41 x? —2x—1
o F(x)= flx)=— ="
) F(x) 1 (x) x— 17
d) F(x) = sen x cos x f(x) =2 cos®x —1

2
e) F(x) = In —X fx)=-X+t2_
x+1 x(x+1)

a) F(x)es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 3x* —12x 42
b) F(x) no es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 6x* —2x — 3

c) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = Xx—D—-x +1) _ X 21

(x =1y (x =1y

Ejercicio 15:
Calcula una funcion primitiva F(x) de cada una de las siguientes funciones
que cumpla la condicién que se indica.

a) f(x)=3x? F(0)=1

b) f(x)= 4 F()=4 d) f(x)=e** F(0) = 2
5x 3

a) f(x)=3x > F(x)=x>+k
FO) =12 k=1— F(x)= x> +1

b) f(x)zi—)F(x}ziln|x|+k
5x 5

F(1):4—>k:4—)F(x):%ln|x\+4
ezx
d) f(x) =e* —>F{xJ:T+k
2 1 2 1 et 1
— +
3 2 3 6 2 6
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Ejercicio 16:
Dada la funcion f(x) = x +
que en el 2 valga 5.

e (x > 0), encuentra la primitiva de f

(Asturias. Junio 2005. Bloque 4)

x? 4

Flx)="———+k
2 X
2
F(Z)zS—)z——i+k=5—)k=5
2 2
i x? 4
La funcién buscada es: F(x) = 7——+5
X

Ejercicio 17:
Determinar la funcién f(x) que verifica f'(x) — x> — 1 =0y f(—2) =0.

(Baleares. Septiembre 2002. Opcion B. Cuestion 7)

4

F{X}—Xa—120—}f'[X}:X3—|—]—>f[x}:X + x+k

(—2)°

fF(—2)=0— +(—2)+k=0—>k=—2

a

La funcion buscada es: f(x) = + x—2

Ejercicio 18:

Dada una funcién f(x) = ax® + 11, donde a es un parametro real, se pide determinar
el valor del parametro a para que f(x) tenga una primitiva cuya grafica pase

por el origen y por el punto (1, 1).

(Aragon. Junio 2002. Opcion B. Cuestion 2)

a4

Fix) =2 1 11x+k

a
F(0)=0— k=0 F(U:1_>Z+H:1_)a:_40

Ejercicio 19:

b b b
Si j f(x)dx =1, I g(x)dx=2y I h(x)dx = -3, calcula, si tienes datos suficientes, el valor de algunas
a a a

de estas integrales.

a) I:(f(X)+9(X))dx c) J’:(f(x).g(x))dx

b) Lb(zf(x)—sg(x))dx d) Lb(f(x)—2h(x))dx

a) jb(f(x)+g(x))dx=jbf(x)dx+_[bg(x)dx=1+2=3
b) LD(Zf(x)-Bg(x))dx:2J':f(x)dx-3j:g(x)dx:2-1-3-2:-4

b
c) j (f(x)-g(x))dx. No se tienen datos suficientes. (De ninguna manera debemos caer en el error de pensar
a

que la integral del producto es el producto de las integrales).
b b b
d) I (f(x)—Zh(x))dx:j f(x)dx—zj h(x)dx=1-2(-3)=7
a a a

6
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Ejercicio 20:

Si I:f(x]dx=1, I12f(x)dx=2 y I:f(x)dx=3,calcula:
a) [ f(x)dx b) ff(x)dx c) Ef(x)dx

-1 2
f(x)dx+_[ F(x)dx=1+2=3

a) Jf(x)dx =
0 w 1

0

.3 .3 1
b) [ (x)ax= Of(x)dx—IUf(x)dx=3—1=2

.3 ~3 2
o) [ f(x)dx= f(x)dx—_[ f(x)dx=3-3=0
2 #0

0

Ejercicio 21:
Determina el area de la region finita limitada por el eje horizontal y la grafica y = X -2x-3.

La gréfica de dicha funcidén es una parabola cdncava hacia arriba que corta al eje X en

los puntos A(-1, 0) y B(3, 0).

La region en cuestion esta por debajo del eje X'y su area, por tanto, es:

3 3 3
A:—I (x2—2x—3)dx:— X x2_3x :—[—9—2]:g u?
p 3 . 3)7 3

Ejercicio 22:
Halla el area de la region encerrada entre las graficas de f(x) =2x-x2y g(x) =x2 —% .

Los puntos de corte de las dos funciones son: 2x—x? = x° _3 = 2x? —2x—i= O=x= 1 y X =%

2

Como en [-1, 3], f(x) = g(x), el area buscada es:

Y
\ /

o\ .|/

\_ 2

U/ NS
s NP
/

] \
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Ejercicio 23:
Calcula el area de las siguientes regiones.
a) Y b)Y

/'Lf=9x 0’5“

/ y=x(1 —.\A

a) J‘;exdxz[ex]; —e-1U°

1 ‘ 1, 151 1 1 1
b) I x('l—x)dx:j x—x2dx=|=-x*—=x*| =———=—1?
0 0 2 3 0 6
Ejercicio 24:
2 -
Representa graficamente la funcion dada por f(x)= 4-x s_' —22x<0 y halla el area de la region
4-x si0<x<4

limitada por la grafica de fy el eje de abscisas.

Y|
/TN
AN RN
TN

ol 1 X

El area es:

4

rzf(X)dx=Ilf(X)dx+I:f(x)dX=-[° (4—x2)dx+I (4-x)dx =

-2 0

0 4
=[4x—1x3] +[4x—1x2} _g-8.4-16_40
37, 2" 1,773 273

Ejercicio 25:
Halla el area del recinto limitado por la parabola y = x* -1 y la recta horizontal y = 3.

X¥-1=3six=-2yx=2

8% / ] Como la recta esta por encima de la parabola, el area buscada es:
- 2 2 2 2
I (3-(x 1))ax = j (3-x% +1)ax =f (4—x2)dx=[4x —1x3} -
/ -2 -2 -2 3 5
L/
X 3 3) 3 .2
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Ejercicio 26:
Halla estas integrales de funciones racionales.

4
J x—=2

~

a) dx

1 2 3
b) -—+—;+7Jm
X X X

2 1

- dx
Jlx+3 x—4

_J_?ﬁ
| (x +4)

([ 1 7
dx
E)J (x—l)2+x+3]

(2 5
f]J(X+ﬂ3_(X—3FLn
[ 4
a) dx=4|n|x—2|+k
J x=2
b) Fﬂ—1+£—ﬁ:mM—i—éﬁﬂ
Jlx  x* X x  x?
([ 2 1
Q) [ — ]dx=2|n|x+3|—|n|x—4|—|—k
JIlx+3 x—-4
g |—— v =——1 1k
J (x+4) X+ 4

—1
x —1

e) - }m: +7In|x+3|+k

JU(x—1) x4+ 3

2 5 —1 5

f) — )z}dx:

_I_
JUx 437 (x =3 (x+3° (x=3)
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Ejercicio 27:

Calcula la siguiente integral: jez“’ dx

(Navarra. Junio 2007. Ejercicio 2. Opcién B)

elx—i—?
J Xt dx = +k

2
Ejercicio 28:

Determina la ecuacion de la funciéon polinémica que pasa por los puntos (0, 1)
y (1, 1) tal que y"' = 6x + 4.

(Navarra. Junio 2000. Ejercicio 2. Opcion A)
y'=6x+4 —>y'=J’(6x—|—4)dx= 3x? + 4x + k

—)y:J’(3x2+4x+kl)dx:X3+2X2+f<r>f+kz

Pasapor (0,1) =0 +2.-0° +k -0+k =12k =1
Pasapor(1,1) = P +2- P 4+ k- -1+1=12k = -3
La funcién buscada es: y = x* +2x? —3x +1

Ejercicio 28:
Calcula las siguientes integrales definidas.
~3 r3 1
a) | (2x%* +8x + 1) dx c) — x> —12x% —3x| dx
41 .J—E 2
~d r—1
b) | (6x?+ 4x — 2) dx d) (3x> + 2x% —2) dx
J2 J_e
2}(3
a) F{x}=J{M2+8x+1]dx= + 4x? + x

E]
1 3 3 3

10
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b) F[x}:J{ﬁxz +4x —2) dx = 2x> + 2x* — 2x

4
J (6x? +4x —2)dx = F(4)—F(2) =152 —20 =132
2

4 32
) F{x}:ﬂlxz‘—mi—3x]dx:x——4x3— X
2 8 2
3
[ixa—12;(2—3x]dx:F(3)_F(_2}:_@_28:_]~”5
52 8 8
Xt 28
d Fx)= |3 +2¢2 —2)dx = 2+ 2 _
4 3
-1
J (3¢ +2¢ —2) dx = F(—1) — F(=6) = 2> — 840 = — 1202
-6 12 12

Ejercicio 30:

Determina el area de la regién comprendida entre la funcién, el eje X
y las abscisas indicadas.

a) f(x)=3x>— 2x X=2yx=4

b) f(x)=x>—x?45x+1 x=1yx=3

c) f(x)=>5x x=—lyx=2
4

d) f(x)=— x=3yx=8

X

11
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a) F(x)= J[sz —2x)dx = x* — x?

Area =|F(4)—F(2)|=|48 —4|=44

4 3 2
b) F(x}=J(x3—X2+5x+1}dx=X _X X
4 3 )
Area = |F(3)— F()| = |22 - 21| - 190
4 12 3
2
0 F{x):JS,xdx: X

Area =|F(2) = F(—1)| = ‘10—%‘ 15

d) F(x)zjideZ—i
X

X
Area =|F(8)—F(3)|= LIS -]
2 3 6
Ejercicio 31:

Calcula el area de la zona limitada por la funcion, el eje de abscisas y las rectas
verticales que se indican. Ten en cuenta que las funciones pueden cortar al eje X.

a) flx)=3x2+16x— 12 x=—7yx=0
b) f(x)=2x*>+ 6x — 20 Xx=—1yx=5
€ flx)=2x>—19%x*+49x — 20 x=—1yx=3
X =—6
a f(X)=0-3x*4+16x—12=0—> )
X=—
3

F(x)= J(sz +16x —12) dx = x* + 8x? —12x

_I_

6
H (3x? 4+ 16x — 12) dx

-7

0
J (3x? +16x—12) dx | =
—6
= |[F(=6) —F(=7)|+|F(0) —F(—=6)| =144 —133|+|0 — 144 | = 155

12
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-5
b) f(x)=0—>2x2+6x—20=0—>[x 3
X =
3
4’-'()()2"’(2,\(2 + 6x —20) dx = + 3x? — 20x

5

2
I (2x? 4+ 6x —20) dx + j (2x* + 6x — 20) dx = |[F(2) — F(=1)| +|F(5) — F(2)| =
-1

2

68 67 175 68

I T
3 3 3 3
1
X:E
0 f(x)=0—2x> —19x? +49x —20=0 — ‘-4
x=25
4 3 2
Fix)= | (2x* —19x2 4 49x —20) dx = X _ 19, 49 5o,
2 3 2
1 3
2
J (2> —19x2 + 49x — 20) dx |+ J (23 —19x% + 49x — 20) dx | =
1
—1 —
- F[l]—F(—U + F(3)—F[l] _ |45 1M1 130 25 4389
2 2 % 3 48

Ejercicio 32:
Dibuja la funcién f(x) = 2x* — 6x*. Obtén el area que limitan la curva
yelejeXentrex=2yx=4.

(Asturias. Junio 2008. Bloque 4)

YA

-+

<y

4 3 4
J f(x)dx|= I (2x* — 6x2) dx |+ J (2x* — 6x%) dx | =
2 2 3
4 3 4 4
— X _ZXB —+ X__ZXS :1_]_|_£:]9
2 2 2 R 2 2

13



Ejercicios resueltos Matemdticas CCSS Il de 22 Bachillerato
Ejercicio 33:

Lacurvay =

,el eje X, el eje Yy larecta x = 4 limitan una superficie S.

Calcular el area de 5.
(Murcia. Junio 2005. Bloque 2. Cuestion 2)

4 4
j f(x)dx|= j 4 dx =|[4|r‘||x—|—4|]g‘ =12In2—-8In2=4In?2
0 o X+ 4
Ejercicio 34:
Sea la funcion f(x) = Ax+1 S! X<1.Ca|cu|aeléreadela region limitada
—Xx+6 six>1
por la funcion, el eje de abscisas y las siguientes rectas.
a) x=—1yx=0 0 x=—1lyx=4
b) x=3yx=7 d x=0yx=6
a) f(,‘r(]lzO—}4)<—|—1=0—1»x:—i F(x}:J(4x+1}dx:h2+x
4
¥ ° 1 1
4
J (4x + 1) dx|+ J (4x +1) dx| = F[——]—F(—])‘—i—‘F(D)—F[——] =
1 4 4
-1 _:
= ___1‘+‘0+i‘:£
8 4

b) f(x)=0-5—x+6=0—>x=6 F(><)=J(—X+6)dx=—%-|—6x

6 7
J (—x+6) dx |+ J (—x+6) dx|=|F(6)—F(3)|+|F(7)—F(6)| =
3 &
:‘18—2 +‘£—18‘=5
2 2
- 1 4
Q) J (4x+1}dx—|—J (4x—|—1)dx—|—"'(—x+6)dx=
—1 —% 1
= F[—i]—F(—U‘Jr‘F(U—F[—l ‘+\F(4)—F(n\:
4 4
= —i—1‘+‘3+i‘+‘16—ﬂ =16
8 8 2
‘ ° 25 31
d) J (4x + 1) dx |+ J (—x+6)dx|=3+—=—
. 1 2 2

14



Ejercicios resueltos Matemdticas CCSS Il de 22 Bachillerato
Ejercicio 35:

—x*+6x sio<x<5
—x+10 si5<x<10

calcular la superficie que encierra con el eje X.

Dada la funcion: f(x) = {

x=0
—x2—|—6x=0—>{ —Xx4+10=0—>x=10
x=06

_I_

5
= J (—x? 4+ 6x)dx

0

10
J (—x +10) dx

5

= _i_|_3x25 + _i_ngm :1004_25:2?5
3 . 2 : 2 6
Ejercicio 36:

x24+4x+3 six<0
(x —1)? six>0

calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién y la parte negativa
del eje X.

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 3. Ejercicio A)

Dada la funcién: f(x) = i

x =-=3

X! +4x+3=0-
x =—1

-1
J f(x) dx
-3

Ejercicio 37:

—1

-1
:U (x? 4 4x + 3) dx
-3

X3
- [—5-4—2x2%—3x

-3

Halla el area de la regién limitada por estas curvas.

a) y=x"+5x+38 y=x+8
b) y=6 —x—x* y=—2x
) y=—x>—6x—5 y=—2x>—12x—10

d y=x—2x"+x y=x>—3x"+ 3x

15
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=4
x2+5x+8:x+8—>x2+4x=0—>{x .
X =

3

F[xJ:J(X"' 4+5x+8—(x+8)dx = ((x‘? —|—4x}dx:%—1—2x"'

0
J (x* + 4x) dx =|F(O}—F(_4}|_ 0— 22| =
—4

X =2

6xx2:2x—>x2x6=()—}[
Xx=3

3 2
F(x):J(s—x—xz—(—zx}) dx:J(—x2+x+6}dx:—%+%+6x

3
J (—x? 4+ x + 6) dx
-2

:|F(3}_F[_2)‘:‘ 7, 2 ‘: 125

2 3 6

X =-5
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Ejercicios resueltos Matemdticas CCSS Il de 22 Bachillerato
Ejercicio 38:

Representar graficamente la regién acotada limitada por las graficas de las funciones
f(x) =9 — x% g(x) = 3 + xy obtener su érea.

(Madrid. Septiembre 2006. Opcion B. Ejercicio 2)

Y4
/ "'..J'l i il 'lll."lr.' /
J":’.-"a.; SN LA
i/ "'F"I"' / "'I.;I M Jr' 'lll."lll.' .'II."|l ll-"kﬁ"'f
T
1A \
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J [f(x)—g(x)]dx|= J (9—x?—3—x)dx|= J (—x? —x4+6)dx|=
-3 -3 -3
x* X ? 125
=||-— -2t 6&x| |=—
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Ejercicio 39:
Representa graficamente las curvas f(x) = x> — 2xy g(x) =1 — 2x.
Calcula el area que limitan dichas curvas.
(Castilla y Ledn. Junio 2005. Bloque B. Pregunta 2)
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