Matemadticas CCSS | 12 Bachillerato
HOJA 1 DE EJERCICIOS RESUELTOS
UNIDAD 9: LIMITES DE FUNCIONES

Ejercicio 1:

Representa las funciones.
f(x) = 2x —3 glx) = x* +2x —1

A partir de la grafica,

calcula los siguientes limites.

a) lim f(x) c) lim f(x)
X —— X—s+4
b) lim g(x) d) lim g(x)
X —— X—s+4
a) Jim f(x) = —oe A lim f(x) = +eo

b) fim g(x) = +oe d) lim g(x) =+

X —p — 0 X —3 - 0

Ejercicio 2:
Observa las graficas de las funciones f(x) y g(x), y halla los siguientes limites.

a) lim f(x)

=1

lim f(x)

=T

b) lim g(x)

=1

lim g(x)

=1

a) lim f(x) = +oo b) lim g(x) = —oo

x—l x—3l

fim f(x) = +oo fim g(x) = +o

A= x—31*
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Ejercicio 3:

Problema 76. En la grafica de la funcion f dada @ @ | P u
encuentra los siguientes limites: e e T T =
@ lim £(x), () lim £(x), () lim (), ) |\ N
lim/(x). (&) limf(x). () limf(x). (2) n

lim £ (x) . (h) lim £ (x).
Solucion: (a) _lin;]_ Ff(x)y=2: (b) _]irr}l Flx)y=4:

___________________

.....
-------------------

(¢) m f(x) no existe. porque

lim f(x) = lim £(x); (d) lim £(x)=0; (e) lim £(x) lim f(x)=4; () lim f(x) =4

(2) lim 7 (x) = 4 porque lim f(x) = lim f(x) =4: (h) lim /' (x) = 2.

Ejercicio 4:
Observa la grafica de la funcion r
y determina los limites que se indican.
a) flim f(x) | [ | |
S SRR H - fie|
b) fim_£(x) N Y %
c) fim f(x)
x—»—2
d) -‘.im‘ flx)
al lim f(x)=+oo c) J'Imzflix} no existe.
b) fim f(x)=0 d) im fi(x) no existe.
X —F 4 w—p—1
Ejercicio 5:

= [im fix) =0

oy

« fim f(x)=4+cc

x——2
= [im f(x) = +oc
x —r—f-oc

« fim fix)= —cc

x—p—2

Respuesta abierta.

Haz la grafica aproximada de una funcion que cumpla las siguientes condiciones.
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Ejercicio 6:

Realiza la grafica aproximada de una funcion que cumpla las siguientes condiciones.

o Jim glx)= —=

x——

« lim g(x)=3

x—2

« lim g(x)= -2

x—2T

« fim g(x)=10

X

Respuesta abierta.

Y i

Ejercicio 7:

Di el limite cuando x — +c= de las siguientes funciones dadas por sus grafi-
cas:

¥ =[x
.'|‘=_f_-4‘--"l'} jm
/
7
lim fi(x) = —co lim f(x)=-3
X3 tes X —3 des
lim f,(x) = +eeo lim  f,(x) no existe.
X — 4o ° X —3 4o
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Ejercicio 8:
Sobre la grifica de la funcién f(x), halla:
a) lim jf(x) b) lim f(x) <) lim f(x) d) Iim f(x)
x—» -3 x — 5 x—0 x — —oo
€) lim f(x) ) lim f(x) g) lim f(x) h) lim f(x)
x— 2 x — 2t X —3 4o x—_2
Ii
J rd
d N,
A
=3 ]
[’f
a) +oo b) —es c) 2 d) o
e)0 f)3 g) +eeo h) 0
Ejercicio 9:
Analiza la siguiente grafica que representa una funcion f(x) y calcula:
Iy 11 [T 1 : a) Ii_.n;i f(x) f) f(0)
N - b) lim f(x) a) f(1)
f/ﬁ\\ N c) lim f(x) h) f(2)
| / 11 \ 11 d) lim f(x) i) £(3)
1 J.IJ \\\ —3
o 1 X e) lim (x) i) f(4)
a) lim fix) No existe c) lim f(x) = 3 e) lim f(x) = 2 g) f(1) =2 iy f(3) =2
b) lim f(x) = 2 d) lim f(x) Mo existe fy fl0) =0 h) f(2) = 1 i) f{4) No existe
Ejercicio 10:
En cada caso, esboza el dibujo de la grafica de una funcion que cumpla las condiciones dadas.
a) - |iITI flx) = —= b) - lim f(x) = 2
-Ii_nélf(x}=+m =Six =0 flx) =2
= Asintota horizontal y = 2 en —= - Asintota oblicua y = x
- Asintota vertical en x = 1 - Discontinuidad evitable en (1, —2)
a) ¥ l b) % 1
1 1 .“ 17 . I -.d.-_-.’.’.,__-_:--:___;
1}l:" n _ - //
_-_.1.-._-;.\.(_-----. L IERE ] r 1l X
- 1 — ]
: : X - : /
- ' =TT
\ s
= P
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a)

Calcular lim3

x—2

Solucion: lim3=3

b)
Calcular limx

x—2

Solucion: limx=2

c) d)
. x'-9 .3
Calcular lim ! Lncontrat 1-1531"1 '
3y 41 . . . ) )
o _ X2 —9 {3)3 —9 0 Solucion: ]}_[}TJIY = {III_I’T;IY]J =(3)y =27
Solucion: lim = =—=
=3 x+1 3+1 4
e) f)
. 1 .
Evaluar ]"{1[(3" —3x+2). Encontrar lim(6x + 1)(2x —3)
Solucion: lim(x’ —3x+2) = Solucidn:
(-1) =3(-1)+2=4 lim (6x -+ 1)(2x = 3) =

(6(2) +1)(2(2)-3) = (13)(1) =13.

9)

Determinar lim+/x+13.

&
X—D

Solucion: lim+«/x+13 =

S
X—+2

=3+13=16=4

h)

WMx+2

Evaluar lim

=7 2x —10
NMx+2

Solucion: lim —
=7 2x—10

CN7T+2 N9 3

C2(7)-10 14-10 4

i)
. x°+9
Encuentre lim
.'f—.i-‘- x
.. . x° +9
Solucion: lim—— =
.'f—.l'-t I

V4’ +9

5
4 4

)
Calcular lim+/x* — x +{x1 +4)

x—sl

4

Solucion: ]injn.r‘5 X —x+(x*+4) =
X—»

=M —14((1)* +4)* =0+25=25
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Ejercicio 12:

Calcula.

a) lim (x> —3x?) ) lim (—2x* + 8x3® —3x? + 27x —42)
X—4o X—+>

b) lim (x* +2x° + x* —17x) d) lim (1—3x® 4 5x* —6x)
X—+= Xx—4>

a) lim (x’ =3x?) =+

X—» oo

b) fim (x* +2x> +x? =17x) =4+
=3+

) lim (—2x* +8x> —=3x* 4+ 27x —42) = —¢
X—» 400

d) fim (1—=3x> +5x? —6x) = —

X—» 400
Ejercicio 13:
Determina los limites.

a) lim (6x° + x?) c) lim (5x° —3x? —16x + 3)
b) lim (x* + 4x> +7x* —12x+1) d) lim (7 —12x + 3x% + 9x?)
a lim (6x° + x?) = —o0

D) fim (x* +4x> +7x? —12x+1) = 4

X —3 —0

A lim 5x* =3x> =16x +3)= —o0

K —p —oe

d) Jim (7—=12x+3x*4+9x°) = —0

X—3 —x
Ejercicio 14:
Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

2 x? 4 2x
a) I,"..-'mM—_i_6 ) ﬁm;
x—=2 ¥y 29 x—=4 8 __ Iy
4 — 2x
b) .~‘4r'mL d) lim
x—3 9 _ x2 =1 x2 —2x + 1

© ManoloMat.com



Matemadticas CCSS | 12 Bachillerato

2 2 2
a) !fmx +6—>1O ffmx Jr6:—@::. fr'mx +6:—|—Go
x—=2 oy — 2 0 x=2 x — 2 x—=2t x — 2
p) fim - 2 lim 2 =+ Ji 3 — —
x=3 Qg _ X2 0 x—=3- g _ ,‘(2 x—=3t Q XZ
2 2 2
C) !f'mx + 2X —)24 }'fmu:—l—w fim u:—w
k=4 8 Dy 0 =4 B — Dy x—4t 8 Dy
d) i a-2x L2 4 — too li 4 o — too
=1 x? — 2x + 1 0 = x? —2x+1 =T xt — 2x 41
Ejercicio 15:
Calcula los limites laterales y el siguiente limite.
. xt—x—6
lim
x=3 x? _6x+9
o xP—=x—-6 0
lim —
=3 x2 — 6x+4+9 0
2
fim X X —06 — m (x 3}(x+2)_ﬁ X+ 2 i
=3 x? —6x4+9 23 (x—=3) x=3 x —3 0
. x?—x—6
ffm_ — 9: 00 X6
X3 X°—OX + — lim = t+oo
p x? —x—6 =3 x? — 6x + 9
f ; = 4+
=3 X° — 6x +9
Ejercicio 16:
Resuelve los limites.
o (2x—=3)(x +3) x> —9x? +15x+ 25
a) [im d) lim
x=>=3 (x +1)(x + 3) x=5 x3 —5x% +2x —10
2x? —9x +10 2x2 —11 14
b) lim e) lim =X X
x=2 3x2 _TIx 42 x=2 4x? —16x + 16
3 2 3 2
— X — —x —1
g lim 3x" +12x X—4 f) lim X + X X
x—=—4 x> + 7x® +14x + 8 x==1 x? 4+ 2x° 4+ x
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(2x —3)(x + 3) 0

a) [im - —
=3 (x 4+ 1(x +3) 0
jm 2X=3Nx+3) _ . 2x=3 _ 9

=3 (X +1)(x +3) =3 x4 ] 2

2x? — 9x + 10 0

b) lim - —
x=2 3x? — Ix 42 0
2 — — — —
fim 2X 9x 4+ 10 . (x —2)(2x = 5) _ i 2X—5 :_1

m— J—
x=2 3x? — Ix +2 =2 (x =2)(3x =1  x=2 3x — 1 5

3 2
Jd lim 3x7 4+ 12x X 4_}2

x4y + Tx? + 14x+ 8 0

3+ 12x —x—4 ) (x +4)3x*=1)
lim - = lim =
ws=d i+ Tyl + M4x + 8 ==t (x+4)x'+ 3x+2)

i Ixt —1 47
x——4 x4+ 3x + 2 6

x* —9x? +15x+ 25 0

d) lim - - —

x=5 x? _ 5x% + 2x — 10 0

X —09x"+15x+ 25  (x—=5)x'—4x —-5) X' —4x -5

lim = lim = im—— =

x=5 ¥ _5x? 4+ 2x — 10 =5 (x =5)x*+2) e o
o m X 1x+14 0

x—=2 Axc —16x + 16 0

o 2x"=1x+14 o x=2)2x=7) . 2x—=17 3

lim — = lim = lim -

=2 4x° —16x + 16 x=2(x —2)(4x — B) =2 A4x — 8 0

22X —=11x+14 2% —=1x+14

lim =+ lim - = —0

=2 4x? —16x + 16 =2t 4x* —16x + 16

3 2 -

f) fim 2 TX =X 1—12

==l xt 4 2%t 4 x 0

3 2 z _ —
fm XXX =X AU X1,
=l x4 27+ x et x(x 1) =1 x
8
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Ejercicio 17:
Dada la funcion:
2x* +3x—2
fix) = —
x°—4
determina los siguientes limites.
a) xf_f;!l'-'x f(x) b) Hr.q f(x) c lim f(x) d) .";'mzf{x]
al fim fix)=2
b) lim f(x) = —1
a lim flx)=2
d) Jm flx) = o
x—p—2 0
im 2x° :I— 3x =2 . (x+2)(2x—1) _ i 2x —1 =£
=2 x? 4 =2 (x+2)(x—2) 2 x—2 4
Ejercicio 18:

2 — 3+t —r+4
Calcular lim : =
T——00 r+x’—9

Vemos que es un limite, cuando # —+ —oo, de un cociente de dos polinomios. En consecuencia aplicamos la
regla anterior:

; 225 — 323 + 22 —x 4+ 4 ., 229 :
lim = lim — = lim 2z = —oc.
T——00 423 -5 z——0c g4 T——00
Ejercicio 20:
Ejemplo A.4 VA ¥ 1+ 22

Calcular lim

r—+oo ofr+ 1+ 2x
oo
De nuevo vemos que se trata de un limite de tipo —.
oo

Observamos los términos que aparecen:

® en el numerador aparecen /T3 + 1, cuyo comportamiento cuando © — +oc es como 'zt = #4/2 = 22, y 22,
e en el denominador aparecen ¥z + 1, cuyo comportamiento es como &7 = /3, v 2.

Por tanto lo que tiende a infinito mas rapidamente es 2 (es la mayor potencia de = que aparece). Se puede,
pues, aplicar la técnica de dividir numerador y denominador por z?

Sin embargo, es méas facil tener en cuenta sélo los términos dominantes, como antes:
e cuando x — +oc el numerador se comporta como x2 + 22 = 222,

e cuando x — +o0o el denominador se comporta como 2r.

En consecuencia se tiene

Vvt + 1+ 22 252

lim = lim — = lim x=+oco
z—+oo x4+ 14 2% z—>+oo 2 x—++oo
Ejercicio 21:
Ejenlplo A.D m 41

Calcular lim
xr

—too x4+ 1+ vz — 1

- o0 -
Es de tipo — asi que razonamos como antes.
(oo

El numerador, en el limite, se comporta como vx2 = x2/4 = £1/2 mijentras que el denominador se comporta

como /T + /T = 2x1/2.
En consecuencia, se tiene
VZ+1+1 Hm Z02 1 1

litn = lim = lim ===
zotoo o + 1+ /@ — 1 =—+oo 2212 24002

9
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Ejercicio 22:

Resolver los siguientes limites:

a) lim x2+1, b) lim'zr—_S; C) limﬁ;
X—— 1_1' _1 X5 x _25 x—3 _1'_3
Vx+2 —«JE ) x? - 2x
d) lim ;e lim————;
x—0 X —2 ¥  —4x+4
Ejercicio 23:
Solucion

3

a) llmx 1
—-1x% -1

descomponemos en factores numerador y denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por -1

indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,

.o+l (I+1){IE—I+1) . ox-x+1 3
—1x -1 1 (x+1)(x-1) 1 x-1 2

b) lim i indeterminacion de la forma {E} Para evitarla,
x5 _1' -25 0

descomponemos en factores numerador Yy denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por 5:

x-5 . xX—5 . 1 1
5 x*-25 5 (x+5)(x=5) =5x+5 10
c) lim ! —x+13—2 indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,
X—» _1' —_

racionalizamos, simplificamos y por ultimo sustituimos x por 3:

ox+1-2 (\Ix+1—2)(\£x+1+2) . x+1-4

Iim————=1lim =lim =

=3 x-3 = (x—3)[«fﬁ+2] -*—’3{1'—3)[M+2)
. x-3 . 1

1
(o3 (xrlr2) o (Jxil+2) 4

10
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d) LimY¥+2-V2

x—0 x

indeterminacion de la forma {E} Para evitarla,

racionalizamos, simplificamos y por ultimo sustituimos x por 0:

o Nx2-D (Vx+2-v2)(Vx+2+42)

x—0

L W s O R

_ x+2-2 _ 1 2
=11]11 — —_—

1
Iim————= =—
=0 x(Vx+2442) OV +2442 242 4

x?—2x : C s 0 :
e) lim———— indeterminacion de la forma {—} Para evitarla,
-2 x° —4x+4 0

descomponemos en factores numerador y denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por 2:

L Xt —2x . x(x-2) x
1]112— =11?I’_'IZ'I_2 =lim
—2 ¥y  —4xy+ 4 x—2 (x_z} x—2 (_1'_2)

=il_’]:l

Ejercicio 24:

Calcula los limites laterales en el punto x = 3 de:

x—3 six<3
flx) =1* X<
x*+1 six =3

lim flx)= lm(x-3)=20 fim f(x) = lim(x* +1)=10
Ejercicio 25:
. x' -4
Calcular lqu
X—L x —
X =4 (x=2)(x+2) ..
Solucion: lim a = lim (x—2)(x +2) =lim(x+2)=4
x—2 X — 2 x—32 {x — 2) =2
Ejercicio 26:
3 _auciia
Calcular linl'.‘,$:
—2  x°—4
2 _ 29 . | -
RN O B N )i IO ) B
2 x4  o2(x+20(x-2) —2(x+2) 4
11
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Ejercicio 27:
) X —1
Evaluar lim —————
= x" +x—2
lim 1
. : X — . x=1 .
Solucion: ]l[]“lﬁ—l=|ll"[] =lim = 1
=1 x4 x—=2 oo (x=1)(x+2) = x+2 Ilm{r+2} 3.
x—#l
Ejercicio 28:
. X’ -9
Calcular lim .
X —x—06
x’ -9 C (x=3)x+3) . (x+3) 6
Solucién: lim———>— — im X~ DX+ _ (43 _6
=3 x? —x—6 B3 (x=3)(x+2) =3 (x+2) 5
Ejercicio 29:
Calcular Ilmﬁ
=l x" —4x+3
Solucién: lim "2 _ jim, (J‘_”{x *X72) i X ¥ X=2)

! xt —4x+3 f"'(\f—l}{t +xt4x-) ol (x3+x3+x—)_

(-DE+2) o (x+2)

3
= (x—1)(x" +2x+3) =1 (x" +2x+3) 6

1
2
Ejercicio 30:

Hallar el lim

=4 x—4
Solucion: llm "-_7—111(\/T_’)(\/—+7) lin (\/—)- =) =lim Rodt

x4 o (oa)x42) Ha-adx+2) = (x-Ax+2)

= |lim o B0 N
—ifx+2 a2 4
Ejercicio 31:
. x+4
Calcular el Iim
x——4 X+ 4
Solucion:

I x+4 (x+4)Vx+4) {x+4](~.-‘x+ ) . (x+4){x+4)
im = lim
w4 a4 r—>—4(~ft+4](,“!x+4} \—:5—4 ( "II+4} x4 x+4

]ir114\fx+4 =J4+4=0

Ejercicio 32:

lim 3x® +3x3+2
x—l>+oo 7x6+x—1

Solucion

Como el grado del numerador es el mismo que el del denominador, el limite es el cociente de los coeficientes principales:

lim 3x6+3x3+2_3
x—l>+cc Tx6 +x—1 7

12
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Ejercicio 33:

¥ x%2 -9
x5 5o x(x?2+1)
Solucidn
Tenemos un cociente de polinomios:
x?2 -9 x2 —9
lim

— = lim —
x—=+o0 X(x2 4+ 1) x-+00 X3+ x

El grado del numerador es menor que el del denominador, asi que

. x%2-9
lim =

— =20
x—+o0 X3 + X

Ejercicio 34:

o V2Zx*+3x— 11
lim

x—+oo 7 x3 + 2

Solucion

Comao los monomios que importan son los de grado mayor, podemos escribir

V2x* + 3x — 11 _

lim =
x—tco x3 —+ 2
5
) 2x*
= lim

x—+oo ?-\fxa

Escribiendo las raices como potencias,

5
i 2x% . V2 - x4/5
11Im - 1171
x—+ oo ?-..."x3 x—+too ?.."1 . x3f7

Comao el grado del numerador es mayor que el del denominador, el limite es infinito:

lim
x—+oo

V2x* +3x — 11

T -|—0C!
x3 4+ 2

Ejercicio 35:

lim (—5x3 — x?)

X——oo

Solucion

Observad que x tiende a infinito negativo.

Como prima el exponente mayor, tenemos

lim (—5x3% — x2)=

X——oo

= 5.(—x)3 =

= _5- (—oo) = 4o

Observad que el cubo mantiene el signo negativo del infinito, pero el coeficiente negativo cambia el signo del infinito al
multiplicarlo.

13
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Ejercicio 36:

lim (—5x° + 8x — 3x°)

X——oo

Solucion

Observad que x tiende a infinito negativo.

Como prima el exponente mayaor,

lim (—5x% + 8x — 3x°) =

- _3. (_oo)ﬁ =
= -3 (40)=—o0

Observad que la potencia x8 hace que el infinito sea positivo (porque 6 es par), pero el coeficiente —3 cambia su signo.

Ejercicio 37:

o V27x3—2x+5
lim

x—+too x—1

Solucion

Tenemos un cociente de infinitos.

El grado en el denominador es 1. En el numerador también, porque tenemos un cubo dentro de una raiz cubica. Por tanto, el
limite es el cociente de los coeficientes principales:

V27x3 —2x+5

li
x—lil—ri—noo x—1
- 27x3
= lim =
x—=+oo X — 1
3
- 327 -x3
= lim —=
x—+too X — 1
) 3x
= lim =3

x—+oox — 1

Ejercicio 38:
y 5 —vx?—-1
111
x>+eo 5 — /1 4 x2

Solucion

Tenemos infinito partido infinito.

2

El limite depende de los sumandos &=, asi que podemos omitir los otros:

y 5—+vx?—-1
im =
x=+e 5 _ 1 + xZ

- _'xz
= lim ——=1

Xx—+oo _-\|'x2

14
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Ejercicio 39:

I 1 —vx?2 -1
im
¥=-11 — /1 — x2

Solucion

Observad que x tiende a -1.

El limite es facil de calcular ya que sdélo tenemos que sustituir x por -1:

1—vVx2—1

LN
_1-0_
_1oo.

15
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