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Definicion: Se llama derivada de una funcién y = f (X) en un punto de abscisa X, al siguiente limite si existe:

(%o +1) = F(X)
h :

f'(x,) = lim

lim Se suele representar por f'(X,)=D[f (x,)]=y'(X,) = j—f (X,) v todas significan
- X

lo mismo.

También se puede usar otro limite equivalente si a uno le gusta mds y es:

£1(x,) = lim )= T (%)

X—)XO X —_ XO
Ejemplo: Dada la funcién y = X2 — X, calcular la derivada en el punto de abscisa X, = 3

Aplicamos la definicién usando el primer limite (practicad usando el otro y ver que sale lo mismo)

y@+h-y@) _ . |6+hy -@+h)-[2-3]  [o+6n+h?—@+h)-6 _
h

'(3) =lim
y'G) h—0 h—0 h h—0 h
. 6+5h+h*-6 . 5h+h® . N .
lim—————————— = lim———— = (ahora nos sale una indeterminacién —, que la resolvemos sacando factor comun)
h—0 h h—0 h 0
. h-G+h .
= IImM =1im(5+h) =5. Asi la derivada de la funcién ¥ = X* — X en X, =3 vale 5

h—0 h h—0

Definicion: La derivada lateral por la derecha de una funcién y = f (X) en un punto de abscisa X, al siguiente limite si
existe:

f (% +h) = f(x)  jim 20— T(X)
h - X—>Xg X_XO

') = D[f (x)]= lim

Definicion: La derivada lateral por la izquierda de una funcién y = f(X) en un punto de abscisa X, al siguiente limite si

existe:

f (X +h) = F (%) _ |ijm 2 )= T(X)
h x—>x X=X,

f(x5) = D[f (x)]= lim

Consecuencia: Una funcién y = f (X) tiene derivada en un punto de abscisa X, siy solo si existen las derivadas
laterales y coinciden. Es decir,

(%) y 3 (%)
(%) =f'(X")

Nota: las derivadas laterales se usaran sobre todo en las funciones definidas por partes o a trozos, de manera similar a
como se hacia en el estudio de la continuidad

3f '(x,) <:>{

Definicion: Se llama funcién derivada (o sélo derivada) de una funcién Y = T (X) y se representapor ¥Y'= f'(X),a
la funcién que asocia a cada X el valor de su derivada.

Eiemplo: Calcular la funcién derivada de f (X) = 3x* + X
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Tomamos un punto cualquiera X, y le aplicamos la definicion de derivada:

f'(x,) = Llng = (desarrollamos y operamos) =
—

FOt ) = 106) _ - [306 + )+ 06 + )] [3%,7 + X, |
h h—0 h

. 6x,h+3h*+h

Iim——

h(6x, +3h+1)
h—0 h h h

= (sacamos factor comun y simplificamos) = lim
h—0

6x, +1

Lo que hemos obtenido es que para cualquier X, tenemos que f '(XO) =6X, +1, Sien lugar de X, hubiésemos puesto
X, nos da la funcién derivada o derivada f'(X) = 6x +1. Esta funcidn ya nos permite calcula la derivada en otro punto

simplemente sustituyendo y sin tener que hacer limites. Por ejemplo, ¢cudl seria la derivada en X, = —4? Pues
facilmente, f'(-4) =6-(-4)+1=-23

Definicidn: Derivadas sucesivas son derivadas de funciones derivadas y son
. . I_ f 1
Derivada primera de f: es la que hemos tratado Y = (X)

Derivada segunda de f: es la derivada de la derivada y' '=f ”(X) = ( f ')I (X)

Derivada tercera de f: es la derivada de la derivada segunda: Y ' = f I”(X) = ( f ”)I (X)

Y asi sucesivamente, y diremos

Derivada n-ésima de f: y(”) = f (m (X) = (f (n—1))-(X)

Son una serie de fdrmulas que hay que saberse de memoria. Si alguien esta interesado en conocer su demostracién lo
puede consultar en cualquier libro de texto.

Derivada de la suma o diferencia de funciones (f+g)=f'+g

Derivada del producto de un n? real por una funcion

(k-f)y=k-f'

Derivada del producto de dos funciones

(fg)=fg+fg

Derivada del cociente de dos funciones

1) -tacts
g g’

Derivada de la funcidon compuesta. Regla de la cadena

(ge F)(x)=g'(f(x)-F'(x)

Ya se veran su utilidad mas adelante.

Vamos a dar unas tablas, que habra que conocer de memoria también, donde vienen las derivadas de las funciones

elementales y compuestas, asi como un ejemplo de cada una
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FUNCIONES BASICAS DERIVADA
Constante f(x)=c f'(x)=0
Identidad f(x)=x f'(x)=1
Potencial candnica f(x)=x f'(x)=2x
Racional basica f(x)= 1 f'(x)= —iz
X X
Irracional basica f(x) =X f(x) = L
2%
FUNCION : . .
SIMPLE DERIVADA FUNCION SIMPLE | FUNCION COMPUESTA DERIVADA FUNCION COMPUESTA
y=Xx" y=nx"" y="f(x)" y=n-f(x)""f(x)
Y= y=—1 y=— n
X" X f(x)" = f(x
( ) y f(x)n+l ( )
o} 0 o}
L o]
y=x" y=-nx" =f(x)™"
y=1 y'=—n-f(x)""f(x)
1 , 1 .
= S S0
y=¥x y N4/ xnt y=4/f(x) g n.n/f(x)"—l ()
L 1 14 1 1 1
_yn — _ n a1
y=X y:H-xn y="1(x) y==F(x)" -f(x)
n
y=¢" y'=¢e" y=e'® y=e'®.f(x)
y=a“ y=a"Ina y=a'® y=a'®.Ina-f"(x)
1 , 1 .
=Inx == =In f(x =——1F"(x
y y=1 y (x) Y=+ ) (%)
4
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1 , 1 ,
=log, x = =log, f(x =—f"(x
y =log, Y="ia y =log, f(x) Y=Toona ()
Ejemplo: Derivamos las siguientes funciones:
FUNCION DERIVADA
y=x' y=7x""=y=7x°
f(X)=—4x°+7x°> +9x—78 f'(X) =451 +72x* " +91+0= f'(X) =—20x" +14x+9
1 -5 4 51 , 6 - —5
f(x):; f(X)=x7= f'(X)=(-5)x7"" = f(x)=-5x :>f(x):F
y =(2x* -5)* y'=4-(2x* =5)**(2x* —5)' = y'=4(2x* -5)*4x = y'=16-(2x* —5)*-x
- - —6
f'(X)=———7CBx-D)'= f'(x)= 3= f(X) =
(3x—1)2 ' (3x —1)3 (3x—1)3
1 O bien, de otra forma:
f(x)= > S B
(3x-1) f(x)=(3x-1)" = f'(x) =—2(3x-1) " (3x-1)'=
f'(x)=———3=f'(X)= 6
(3x-1)’ (3x-1)’
1 1 12:x2
y=—r—8X) > y=———2UX Y= =
~ 2+/8x° 2+/8x° \8x?
y=voX
Y= 12:x° S ye 6-X
2:X+/2X J2x
, 1
y = E/; y - 5_5 X4
3 y _2x%2_1:>y — x%5:>y' =y 2
3y 3 3 3_X§ 33Yx°
F(x) = (2x+1) -(x+7)—(22x+1)-(x+7) s f(x) = 2-(x+7)—(22x+1)-1
(= 21 (x+7) (x+7)
CX+7 —2X—
F(x) = 2X+14 22x 1 F1(x) = 13 :
(x+7) (x+7)
5
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x+3

FO) =~

£1(x) = (—1)-(x* =5) = (—x+3)-2x _ —Xx* +5+2x" —6X
) (X -5)’ CEDE
(x)= X -6x+5
F)= (Xz _5)2

=(2x* +3x-1)-(-3x+2)

y'=(4x+3)-(-3x+2) + (2x* +3x -1)-(-3) =

—12x* +8X—9X+6—6X>—9x+3=

y'=-18x*-10x+9

K 1 el
f(x)=e f(x) = e’ 2\/;:>f(x)_2.\/;
f(x)=5" f(x)=5%In5
F(X) = LX) F(x) = T(&)’: F(x) = T_f f(x)——
) . 1 (2 21— v 1 _ " 2X
y=log, (x* +1) _(x2+1)-ln3(x )=y (x2+1)-ln32x:>y (x*+1)In3

f(X) = (x+2)e*

f(X) = (x+2)'e ™+ (x+2)(e*2”)' = f(x) =1 + (x+2) " (2x +1) =

f1(X) =+ (2X2 + X+ 4x +2) € * = f(x) =X - (1+2X2 +5X +2) =

f'(x) = ™.(2x% +5x + 3)

y:\/;ln(l—xz)

. In@-x*)  2xx
2x  1-%?

1 1
‘= ———In(l—X?*) +VX——(-2%X) =
Y=o d-x7)+ - (=2x)=y

Ejemplos: Ejercicios resueltos de derivadas:

FUNCION SOLUCION
=5 Fix) =627 = [62]
5 1 5 22 5 2 5\/9:_3 5xﬁ
_ .3 — T .3 3T _- .1 —
flxi=x Jx) 57 57 5 ;
Fim=x" Fix)=-Tx 7xf = =
6
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4 , 4 Fa o4 2T 4 B 4 4 —4
Flxy=x7 f{x}:?x? _?XT Tz?X? =?xE=??x11:7x?x4
Flx)=x =127 =12"=
£z =i3 Fixy=-3x"r=-3"= _—f

X X
4
Fy=3F =5
@ =i .4t 4 1
S f’(x}=—x51=ixjj=ix5=i1= :
5 5 5 EEE
Ejemplos: Ejercicios resueltos de derivadas:
FUNCION SOLUCION
11 e N e A e e
R i O E SN = PR
SlR=9 Fix) =
Fix) =025 SR =025 10(0.25)
Fixi=—5x Fix=
Fix)=AJex Fin=2
Fix)=3x" FR) = H-6)x = 1857 = |2
X
4 —4
Fm=- Fm=[Z
3 FiR=—
Fx)=3x e

5 , -5

dar- T
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7' =3+ 2x+1]

f(xj=x3+xj+x+5

25,1 3
X=—x+—x"+5x-3
Fix) =7y

Fixy= 7

==t -2

Fix =G240 4D Fix =6x2r + D) +(3x +3dx = 122" + 624122 +122= 242" +18x =

Ex(dx* +3)
Sy =12x"(4x" +4)+(4x° - 6) 8x = 482" + 482" + 322" - 482 =
Flx)=(4x" — 832" +4)
= 80x" +48x° — 482 = [162(5x" + 32 -3
S =(x+52" +62°)(4x° - 5) Fixy=120x" +8027 - 782% - 5025
245 )= 62 (4’ +7)-(2x°+5)82_ 24x* +422° - 162" -40x _ Bx' +42x" - d0x_ 2x(dx’+212-20)
Jlx)= 4x° +7 (4 +77° (42* +7) (42 +7) (4 +7
4t -6 , 3x +96x" +542° - 28218
Jx=—e— Jx)= 7 3
AT +4x x(dx+3)
3 [3
Jix)==lIn(z) Fix)=
5 |k

3x

3
4

/(x)=4In(52) Feda—=|?

X X

Fl)=La30 x4+ 1)

. Ox? —dx? 4t
=
S I+ e +1

Ejemplos: Ejercicios resueltos de derivadas:

FUNCION

SOLUCION

Fixy=(z+Nln3x+ o3

Fix)=TnGx+5+x+4)

_lin(3x+5) 425D
dx+5

3x+5

Fx) =[26"]

Flxy=e"
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Sx)=3"

Fx) = 34e =

Fly =[x +1)

£ =703 +D5 2x=144dx? -1

Fe) =2+

2 . -
2yx=—"xx"-1)3

-1 . =
f) =50 +D7.

Fix=e" (52° 4+ 2x)

f(szngxﬁ
O fx+l)-1.7
)= Fog- LT T
Tx+1 (7x+1) (Tx+1)
x i X+ -2+ (x+3) -2 3-x
’ (x+ 31 (x+ 373 (x+ 3)3

Y+ 3)2

o ~16(3x% — By)

16
y= =
x(xv—4) (xd — 482
2x-D?+x+ D=2 -x+D2x+1) _
e x+1 (x? +x+1)°
y
2% -2

R Ry A A Ay N

(x2+x+1)° (a2 +x+1)°

'=efx-D+e=e"(x-1+1)=xe"

P o
v=e(x-1) y
. . ¥ . - »
y=x’e? p'=2xef+xt ¥ =" (2x + x°)
9
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