EJERCICIOS RESUELTOS HOJA 1
UNIDAD 10: LUGARES GEOMETRICOS. CONICAS

Cuestion 1:

Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de coordenadas
cartesianas es 10.

.Y sila condicién del lugar geométrico es que su producto sea 107

Los puntos que verifican la primera condicion forman una recta de ecuacion:
Xx+y=10

Los puntos que verifican la segunda condicion forman una hipérbola equildtera
de ecuacion: xy = 10
Cuestion 2:
Calcula las ecuaciones de los siguientes lugares geométricos e identificalos.
a) Puntos que equidistan de A(-3, 3) y de B(—1, —5).
b) Puntos que equidistan de r: 2x + y =0y s:x — y = 0.
¢) Puntos que equidistan de las rectas paralelas r: x + y =5y s:x + y = 9.
d) Puntos del plano cuya distancia a la recta x + 2y = 0 es de 2 unidades.
e) Puntos del plano cuya distancia al origen de coordenadas es el doble que la distancia al punto (2, 0).
a) Mediatriz del segmento AB. Su ecuacion es x — 4y — 2 = 0,
b) Bisectrices de los angulos que forman las rectas ry s.

men ey |V T @R VB (VB VBl o
X _ X —
V22 + 17 1T+ 12 = 2% + y

-l y\g:(2\/§+\/5)x+(\f\/5)y=0

dP, ) = dP,s) =

c) Recta paralela a ambas por (0, 7).

X+y—9= -5+ -9
X -y+9=x+y-7=0

AP 1) = dp s) = X EY =51 _ Ix+y= 9 :{X+y_5

Vi1 yTEe xty-s
d) Rectas paralelas a la recta dada por (0.2\/5) y (0,—2\/5).
dP. N =2 = Ix + 2y =2=>{x+2y—2\/§

VI + 2 x+2y=-25
8 4

e) Circunferencia de centro (5.0) y de radio —

dP,O) = 2d(P20)=VX> + V¥ =2Vx = 2P + V=X + y =4x -2V + 4y’ = 3x*+ 3y — 16x+ 16 = 0
Cuestion 3:

Escribe la ecuacion de las circunferencias que verifican las siguientes condiciones.
a) El centro es el punto C(—3, 1) y el radio es r = 4.

b) Uno de sus diametros es el segmento de extremos A(—2, 0) y B(4, —2).
a)x+3)F+(y—1)P2=16=x*+y*"+6x—2y —6=0

b) Centro: (_2 40~ 2) = (1 —1) Radio: dAB) _ '362+ 4 240 = V10

2 ' 2 2

x—1)P+y+1)P=10=2x>+y>’—2x+2y—8=0




Cuestion 4:
Identifica cuales de las curvas representadas por las siguientes ecuaciones son circunferencias y halla, si es
posible, su centro y su radio.

a) 3x* + 3y* —6x + 12y + 14 = 0 b) x> + y*—-6x =0 c) x> +y*=9
En todos los casos, la ecuacion representa una circunferencia:

a)3x2+3y2—6x+12y+14:0:>x2+y2—2x+4y+%=O:>C(1 —-2) r = /1+4—%=%=TS
V3

Centro: C = (1 —2) Radio:r = —

b) x* + y? — Bx = O:C(%, O) = (3,0, r=v9 =23 Centro: C = (3, 0), Radio: r = 3

c) x> + y? = 9= Centro: C = (0, 0), Radio: r = 3

Cuestidn 5:

Estudia, en cada caso, si el punto P es interior, exterior o perteneciente a la circunferencia: x> + y*> — 10x = 0.
a) P(2, 4) b) P(2, 2) c) P(2, 5)

Centro: C = (5, 0) Radio: r = /25 = 5

a) P(2, 4) = d(P, C) = \/9 + 16 = 5 = P e circunferencia

b) P(2, 2) = d(P, C) = \/9 + 4 = \/13 < 5 = P es interior a la circunferencia.
c) P(2,5) = d(P, C) = V9 + 25 = \/3? > 5 = P es exterior a la circunferencia.

Cuestion 6:

Dada la circunferencia x> + y> — 6y — 16 = O y la recta 4x + 3y = 34:

a) Halla las coordenadas del centro y la medida del radio de la circunferencia y calcula la distancia del cen-
tro a la recta.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones formado por la circunferencia y la recta y compara el resultado con el
del apartado anterior.

a) Centro: C = (0, 3) Radio: r=9 + 16 = 5
|4 + 0+ 3 +3-34] _ 25

d(C, recta) = = =5=r7
V16 + 9 5
La recta es tangente a la circunferencia
x2+y?— 6y — 16 =0 _ 34 — 3y 34 — 3yY - _ _
b)4x+3y=34 = X = 7 = 7 +y By 16 = 0 =
2 _
1156 + 9y 204y+y2—6y—16:o
16
1156 + 9y? — 204y + 16y? — 96y — 256 = 0 = 25y — 300y + 900 = 0 = y? — 12y + 36 = 0 =
(y—6)2:0=>y:6,x:L;1£3:4

La recta es tangente a la circunferencia en el punto P(4 6)

Cuestion 7:

. Indica la posicién relativa de la circunferencia y la recta en los siguientes casos.
a)x* +y*—6x+8 —26=0;,x—y+5=0

b) x> + y*=4;x +y =0

c) x> + y?> = 25; 3x + 4y = 25

a)x? +y? —6x+ 8y —25=0;x —y+5=0

Centro: C = (3, —4) Radio: r = \/9 + 16 + 25 = 5\/2

3+4+5
d(C, recta) = | \/5 I = \1/25 = 6\/5 = 5\/5 = La recta no corta a la circunferencia, es decir, es exterior a ella.

b) x> + y? =4, x+ y =0

Centro: C = (0, 0) Radio: r = 2

d(C, recta) = 0 << 2 = La recta corta en dos puntos (es secante) a la circunferencia.
c) x* + y? = 25; 3x + 4y = 25

Centro: C = (0, 0) Radio:r =5

|—25]

V25

d(C recta) = = 5 = r = La recta corta en un punto (es tangente) a la circunferencia.



Cuestion 8:
Las trayectorias de dos particulas se describen mediante las circunferencias

x2+y2=4y)(2+y2—10)(+16=0.
Determina la posicion relativa de las trayectorias. ¢Es posible que las particulas se encuentren?

2 2 _ =

X2+ y?=4
Las trayectorias son tangentes en el punto P(2, Q). Por tanto, las particulas pueden encontrarse en ese punto.
Cuestidn 9:

Halla la posicion relativa entre cada punto y la circunferencia. x> + y> — 2x — 2y + 1 =0

a)P(1, 3) b) 0(2 +2\5 2 +2\@ ) o) 9(2, 1_)

3 4
T 3V 3 3 N . .
a) Pot.(P) = 17 + > ~ 2-1-2- > + 1 = 7 Punto interior a la circunferencia
+ : + 2
b)Potcf(P)—(QQ\/E) +(222) —2-#—2-#+1 - 2. 4+24+4\/§ -

—4 -2 +1=2+1+22-4-22+1=0

Punto perteneciente a la circunferencia

2
c) Pot,(P) = 22 + (%) -2-2-2- % + 1 = % Punto exterior a la circunferencia

Cuestion 10:

Estudia para qué valores de m el punto P (5, m) es interior, para qué valores es exterior y para qué valores
pertenece a la circunferencia x? + y? — 4x — 4y — 17 = 0.

Poty(P) =25+ m* —20 —4 +m — 17 =m? — 4m —12

m? —4m —12 = 0sim = 6 6 m = —2 Puntos pertenecientes a la circunferencia
m? — 4m —12 < 0 si —2 < m < 6 Puntos interiores a la circunferencia

m? — 4m —12 > 0sim < —2 6 m > 6 Puntos exteriores a la circunferencia

Cuestion 11:
Calcula el eje radical de las circunferencias C, = x>+ y* =9y C,=x*+ y* —4x + 2y + 1 = 0.
Ejeradical: 4x — 2y — 9 -1 =0=24x -2y —10=0=2x —y — b

Cuestion 12:
¢Cuil es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias

a los puntos M(6,0) y N(=2, 0) es 3 (es decir, PM/PN = 3)?

Si P(x, ») es un punto del lugar geométrico, entonces:

@za N Vix — 6)2 + 32 _3

PN Vix + 2)2 + )2
(x—06)2+1?=9[(x+ 2%+ 2

x?—12x + 36 + y? = 9 [x? + 4x + 4 + 2]
x? — 12x + 36 + y? = Ox? + 36x + 36 + 92

8x?% + 8y% + 48x = 0

x?+ )2+ 6x=0

Es una circunferencia de centro (=3, 0) y radio 3.
3



Cuestion 13:

¢Para qué valor de b larecta y= x + b es tangente a x?2 + y% =9?

El centro de la circunferencia es C(0, 0) y el radio es » = 3. La distancia de C ala
recta s: x— )+ b =0 ha de ser igual al radio:

|p]  _ 1b] _ a5 _—b=3\2
= =3 - |b|=3V2
Vi+1 N2 T~p=3\2

Luego las rectas y = x + 32 e y=X- 32 son tangentes a la circunferencia dada.

dist (C, s) =

Cuestion 14:
Halla la ecuacion de la elipse de focos F,(4, 0), F,(—4, 0) y cuya constante es 10.

Una vez puesta la ecuacion inicial, pasa una raiz al segundo miembro, eleva al
cuadrado (jatencion con el doble producto!), simplifica, aisla la raiz, vuelve a
elevar al cuadrado y simplifica hasta llegar a la ecuacion 9x2 + 25y2 = 225,

Si P(x, ) es un punto de la elipse, entonces:

dist(P, F)) + dist (P, F,) = 10

Vix — 42 + 12 + N(x + 92 + 2 =10

Vix — 42 + 92 =10 — V(x + 92 + )2

Elevamos al cuadrado: (x — 4)2 + p2 = 100 + (x + 4)% + p2 — 20V(x + 4)? + )2

Operamos: x2—8x + 16 + »2 = 100 + x2 + 8x + 16 + y2 — 20V (x + 4% + )2

20V (x + 4)2 + 12 = 16x + 100

SN(Qx + 42 + 2 = 4x + 25
Elevamos al cuadrado: 25(x? + 8x + 16 + p?) = 16x? + 200x + 625

Simplificamos:

25x% + 200x + 400 + 25y2 = 16x% + 200x + 625 — 9x2 + 253/2 = 225
Cuestion 15:

Halla la ecuacion de la hipérbola de focos F,(5, 0), F,(—5, 0) y cuya constante
es 6. Simplifica como en el ejercicio anterior hasta llegar a la expresion
16x% —9y?2 = 144.

Si P(x, ») es un punto de la hipérbola, entonces:
| dist (P, F)) — dist(P, F,)| =06

dist(P, F)) — dist(P, F,) = 6

Vix =572+ p2 —(x + 52 + 2 = +6

Vix —5)2 + p2 = +6 + V(x + 5)% + )2

Elevamos al cuadrado:

X2 —10x + 25 + 2 = 36 + x2 + 10x + 25 + p2 + 12V(x + 3)? + )2

+12V(x + 5)2 + 2 = 20x + 36

+3V(x + 5)2 + 92 =5x+ 9



Elevamos al cuadrado: 9(x? + 10x + 25 + y?) = 25x% + 90x + 81
0x2 + 90x + 225 + 92 = 252 + 90 + 81
16x% — 9y* = 144

Cuestion 16:

. Halla la ecuacion de la parabola de foco F(—1, 0) y directriz »: x = 1. Simplifi-
ca hasta llegar a la expresion y? = —4x.

Si P(x, ») es un punto de la parabola, entonces:
dist(P, F) = dist(P, r)
Voo + D2+ 92 = |x— 1|

Elevamos al cuadrado: x? + 2x+ 1+ p? = x? - 2x + 1

Simplificamos: y? = —4x
Cuestion 17:

Una elipse tiene sus focos en los puntos F(5,0) y F'(—5, 0) y su constante es k
= 26. Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacion reducida. Represéntala.

e Semieje mayor: k=26 — 2a=20 — a=13
e Semidistancia focal: FF'=10 — 2c=10 — c¢=5
e Semieje menor: b2 = a2 — ¢z = V169 — 25 =

=144 =12 — b=12

-2 2038 —

12
-12

e Excentricidad:

Qo

13
2 2
Xt LYt

e Ecuacion reducida: 169 A

Cuestion 18:

. Representa y di su excentricidad:

(x+5? , (-2 _

16 4

c=V16 -4 =12

12
| exc = @ = (0,87




Cuestion 19:

Representa y di su excentricidad:

(x-3P -7 _

16 G !

c =64 -16 = V48
V48
8

exc = =~ (0,87

Cuestion 20:

Una hipérbola tiene sus focos en los puntos F(5,0) y FE(-5, 0) y su cons-

tante es k = 6. Halla sus elementos caracteristicos y su ecuacion reducida. Re-
preséntala.

e Semieje: k=2a=6 — a=3
e Semidistancia focal: Fl_F2 =10 —- ¢=5

e Cilculode b: b*=c?-—a* —

— b=V25-9=+\16=4 — b=4

e Excentricidad: exc = < = 2 = 1,67
a 3
e Asintotas: y = 4 X, y= _4 X
3 3
22
e Ecuacion reducida: — = =1

X
9 1
Cuestion 21:

Halla la ecuacion reducida de la parabola de foco F(1,5; 0) y directriz x =-1,5.

Si P(x, y) es un punto de la parabola: dist (P, F) = dist (P, d), donde d es la di-
rectrizy F el foco.

Vix— 1,52+ y% = |x + 1,5|
x2—3x+225+9y?=x2+3x+225 — y%=6x
e De otra forma:

Distancia del foco a la directriz: p =3

Ecuacion reducida: y? = 6x



Cuestion 22:

Escribe la ecuacion de la circunferencia de centro C(-2, 1) y que pasa por

P(0,-4).

El radio de la circunferencia es la distancia de P a C:

% -
r= PCl= 12,9 -

V4 + 25

= V29

La ecuacion es: (x + 2)2 +(y —1)2 =29, obien, x*+ > +4x -2y —-24=0

Cuestion 23:

¢Para qué valor de b larecta y =

x2+y2=1?

x + b es tangente a la circunferencia

El centro de la circunferencia es C(0, 0) y su radio es r =1,

Hallamos la distancia de ¢ alarecta ssx—y+b=0: d=dist (C,s) =

161
V2

Para que la recta sea tangente a la circunferencia, ha de ser d = r, es decir:

1] _ 4
ol o
V2 1b1=

Cuestion 24:

\/_/b—\FZ
T~y =2

Dibuja e indica los elementos de cada una de las siguientes elipses.

2 2
a)i+y =1 b))+ Ly
a)a= 8, b =6 c=128. Centro: (0, 0).

Vértices: (8, 0)( 8, 0), (6, 0)( 8, 0)

Focos: (—V/28

c
e =—=
a

b)a=13 b=12 ¢ = 5—SCentro
Vertices: (0, 13), (0, —13), (12, 0), (—12, O

Focos: (0, (0, —5).

5), (
e_C_5
a 13

Cuestion 25:

(x = 2)

(.V+3)2=1 d)X2+(y-1)2

36 ) 722 T 769 ©)

A" e

c)a=13,b=12,c=V9 — 4 = \/5 Centro: (2, -3)

Vértices: (6, =3 ), (=1, =3), (2, —1), (2, —5)

Focos: (2 — V/5, — 3) (2 + /5, — 3)

da=2 b=1 c=1/3. Centro: (0, 1)
Vertices: (0, —1), (0, 3), (1, 0), (=12, 0)
Focos: (0,1 — v/3), (0,1 + \/3) v
_c_ Vs
€T a2

o




Calcula las ecuaciones de estas hipérbolas.
a) Vértice en A(5, 0) y foco en F(8, 0). c) Asintota, y = 2x, y eje real 2a.
b) Foco en F(% 0) y pasa por P(5, 3).

2
a)a=>5 C=8:b=\/82—52=\/392>;‘_5_g_9:1

b)

Xy 2 _ 9 _ _ap= 2 X
PE pZ — &_i_ f->az 205 —1:>a—3b—4:>g

QO
(%]
(@)
N
—h
()]
32>
1]
—

c)'2=2=>b=2a=:»c=‘\/m=\/m=a\/5=>e=Z=a\‘jg=\/§=;~4x2—y2=432
Cuestion 26:

. Calcula la maxima y la minima distancia del punto P(5, 2) a la circunferencia x> + y*> + 6x + 8y = 0.

[C(—S, —4)
r= m =5

Poty (P)=52+22+6-5+8-2=175
Si la recta que une P con el centro corta a la circunferencia primero a una distancia x y después a una distancia

X+2rx+ x+2n=75=x+10x -7 =0=x =

—-10 + 20 X=5
2 = {x —15 no valida
Por tanto, la minima distancia es 5, y la maxima, 5 + 2 - 5 = 15.
Cuestidn 27:

Halla, en funcion del parametro positivo a, la posicion relativa de la circunferencia de ecuacion

(x = 2)* + y? = a y la recta de ecuacion y = x.

+ 0 +
Centro: C = (2, 0) Radio: r = \/5 d(C, recta) = 12+0+0l =

2 \2
V1+ 1 V2
Si a=2, la recta es tangente a la circunferencia. Si a>2, es secante, y si a<<2 es exterior a la circunferencia.
Cuestion 28:

Estudia la posicion relativa de la circunferencia 2x* + 2y? — 6x — 6y + 7 = 0 con cada una de las siguientes
circunferencias.

a)x2+y2=% b) 2x? + 2y* = 5 c)x*+y’—2x—-3y+3=0 dx*+y>-3y+2=0
) , 1 1 Y
X+ y? = 7> centro: C, (0, 0) radio r, = >
a)
2x> + 2y? — 6x — By + 7 = 0 = centro: C, (Q’ Q) radio r, = 1 Al O
2' 2
g> ’ X
1
19 9 3 3 1
d(C-],CQ): Z"_I:W !’1+r2:§ rg_r1:§
d(C,, C,) > r, + r, = Las circunferencias son exteriores.




x>+ y? — 2x* — 3y’ + 3 = 0 = centro: C1( %) radio r, 2% Y
o) 3 3
2x? + 2y? — 6x — 6y + 7 = 0 = centro: C, (5 5) radio r, = 1 14
1 1 3 1 o 4 X
d(ChCQ):\/;:E I’1+r2=§ I'Q—!}:?
d(C,, C,) = r, — r, = Las circunferencias son tangentes interiores.
Y|

2x* + 2y? = 5 = centro: C, (0, 0) radio r, = %
c)

m|oo

2x? + 2y — 6x — 6y + 7 = 0 = centro: C, (%

)radior2—1 ﬂ@
/ o1 X
Cncz T r1+r2:‘27‘ rz_rw:‘g_ k./

r, —r, < dC, C,) <r + r,= Las circunferencias son secantes.

x> 4+ y> = 3y’ + 2 = 0 = centro: C, (0, %) radio r, = 15

d) 3 3
2x* + 2y? — 6x — 6y + 7 = 0 = centro: C, (2 2)radlor2=1 g

d(C1.Cg)=% r1+rz=§ rn—1r =

1
2 2

d(C,, C,) = r, + r, = Las circunferencias son tangentes exteriores.

Cuestion 29:
Calcula la potencia de cada punto respecto de la circunferencia indicada y sefala su posicion relativa.

a)P(1,3) y8x* + 8/ — 79% — 32y + 95 =0
b) P(1, =1) y 2x* + 2y* — x =0
c)P(5,3)yx*+y*—7x—8y =0

a) Pot,(P) =8-1"+8-3 —79-1-32-3 + 95 = 0 El punto pertenece a la circunferencia.
b) Pot,(P) = 2 - 1* + 2 - (—1)> =1 = 3 > 0 El punto es exterior a la circunferencia.

c) Poty,(P) = 52 + 3* =7 -5 —8 - 3 = —25 < 0 El punto es interior a la circunferencia.
Cuestion 30:

Calcula el eje radical de las siguientes parejas de circunferencias y representa graficamente la situacion er
cada caso.

a)x*+y’—4x—-2y+4=0;, ¥ +y>’—6x=0
b)x* + y* =2y -3=0; 2x* + 2y* =4y =0

2 2 _ _ _
a){x+y 4~ 2y 44 O:>—4x72y+4+6x=0 Y

x> +y’—6x=0
= 2X—2y+4=0=x—-—y+2=0EFeradicab x —y+ 2 =20

(D~

/0




)x2+y2—2y—3=0 X+ y?—2y—3=0 a
2x7 + 2y — 4y =0 X +y?—2y=0

Las circunferencias son concéntricas. No existe el eje radical. @)

Cuestion 31:
Calcula las tangentes a las circunferencias siguientes en el punto dado.

a) x> + y* = 26 en P(-1, 5)
b) 3x* + 3y? — 4x + 17y + 23 = 0 en P(1, -2)

a) La recta tangente debe ser perpendicular al radio correspondiente al punto:

Y]
00, 0) P(-1,8) = CP = 2= = L = 6x + y = 0 f<
o1 X
La tangente sera: \J
X—5y+k=0=>-1-25+k=0=2k=26=>x—56y+26=0

b) La recta tangente debe ser perpendicular al radio correspondiente al punto: ¥
1
2 17 _ - x—1 y+2 e B o oRE] e
C(S' 6)P(1. 2) = CP = 5 =& =55bx—-—5=2y+4=5x—-2y—9=0 \
La tangente seré: 2x + by + k=0=22 - 10+ k=0=k=8=2x+ 5y +8=0 (D\

Cuestion 32:
. Dada la circunferencia (x + 3)®> + (y — 1) = 25, calcula las ecuaciones de sus tangentes paralelas a la rec-
ta3x + 4y — 16 = 0.

Las posibles soluciones seran de la forma 3x + 4y + k = 0.
La distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio:

3+ (=8) +4-1+kl _ _ [-5+k=25=k=30=3+4y+30=
V9 + 16 5—k=25=Kk=—20=3x+ 4y — 20 =

Cuestion 33:

Calcula las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia x> + y> — 4x + 4y — 17 = 0 que sean perpen-
diculares a la recta de ecuacion 3x — 4y = 14,

Centro: (2, —2) Radio: r = V4 + 4 + 17 = 5
Las posibles soluciones seran de la forma 4x + 3y + k = 0.
La distancia del centro a la recta debe coincidir con el radio:

o

I
o

|4 -2+ 3-(-2) + k| _ 2+ k=25=2k=23=4x+ 3y +23=0
=5=
\/25 -2 - Kk=25=k=-27T=4x + 3y — 27 =0
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