EJERCICIOS RESUELTOS HOJA 1

UNIDAD 12: LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD.

Cuestion 1:

Dada la funcion de la figura, calcula f(a), f(b), f(c) y los limites laterales y el
limite de fen a, by c.

f(a)=2, f(b) =0y f(c) no existe. / NP
A LT
lm f(x)=2, &im f(x)=2, limf(x)=2, §im f(x)=3, Jim f(x)=0, limf(x)no ab |0 ¢
xra- xpa’ X—a x—b~ x—b" K
existe, Iim_ f(x)=5, Iiml f(x) noexiste y limf(x) no existe.
Cuestion 2:
Halla lim f(x) y lim f(x) en estas funciones.
X=»a~ x=a*
a Y| b) Y| 0 Y|
08 X 0ol a X ol a X

a) lim f(x)= lim f(x)=+oo

X—»8 x—»a"

b) lim f(x)=+=, lim f(x) no existe.

x—a K—a"

c) lim f(x) noexiste, lim f(x)=+=.

X—»a K—»d
Cuestidn 3:

Di el limite cuando x — ++== de las siguientes funciones dadas por sus grificas:

L

/™
/
¥y =) X

lim f(x) =—eo lim flx)=-3
X —¥ +oo X—+os

lim  filx) = 4o lim f,(x) no existe
X = +oo - X — +oo

Cuestion 4:
Calcula estos limites:

a) lim Vx*_-3x+5 b) lim log,,x
xr—2 X — 0,1
a) ‘u'g b) -1




Cuestion 5:

Calcula lim f(x) en los siguientes casos.
X=p2

x-2 X2 —7x+10 x*—4x+4 x° —2x
a) f(x)= b) f(x)=———— c) fix)s—— d) f(x)=—5——
) f(x) X+2 ) 1(x) x*—4 ) 1) x*—x-2 ) 1x) X +x—6
a) imX=2_-2_¢
=2 X+2 4
2 p— p— - —t
b) lim X=X 10 _ iy (XZONXZ2)_ p, (X25) 3
xx2 x°—4 o2 (x+2)(x—-2) xo2(x+2) 4
2 f— — f—
c) lim w = lim (x—2)" ~im & 2_0_
122 ¥ —x—2 xo2({x+MN(x-2) x=2(x+1) 3
3 f—
d) Iirr; ): XB . el numerador tiende a 4 y el denominador a 0, por lo que la funcién se hace muy grande en
X2 X5 4 X —
valor absoluto cuando x tiende a 2. Estudiando el signo de la funcion cuando x se acerca a 2 por la izquierda y
por la derecha tenemos:
X =2x ' x* —2x o oxP-2x ) x° —2x X =2x )
lim ———=1Im —————=—=y lm ————= ————=+w = lim— no existe.
¥ X°+X—6 x—zr (X-2)(x+3) 2" XS+ x—B  xs2 (X-2)(x+3) 2 x4+ x—6
Cuestion 6:
Calcula los siguientes limites:
a) lim [i ——:] b) lim (x3-x)
x—=01 = | x——1
<) lim d) lim 2%
x—=3 N—= x— 0.5
- = .
€) Iim V10 + x—x? f) lim log,x
X —+-2 X —+ 4
g) lim cos x h) lim e*
x—0 x—+2
als B0
) -2 d V2
el 4 fy2
g1 h) e
Cuestion 7:

Calcula el limite cuando x — +== de cada una de las siguientes funciones.
Representa el resultado que obtengas.

a) flx) = x3-10x b) flx)=vVx2—-4
e 2 P
) fla)=2 = &) f(x) = *_;:‘



& Dale a x “valores grandes” y saca conclusiones.

a) fim [flx) = 4= by fim fix) = 4=

X —* +om } X — 4oz /
c) lim flx)=—e= d) fim  flx) = —ee

X —» +oo X —» +oo

Cuestion 8:

Sabiendo que lim f(x)=3 y lim g(x)=0, calcula los limitesen x=a de fg, f:g,f?
XN X8

!irr;{fg](x} = Iimaf{x)- Iimag{x] =3.0=0

A
(ij(x): lim f(x:; . el numerador tiende a 3 y el denominador a 0, por lo que i se hace arbitrariamente
g g

. . . f
grande en valor absoluto cerca de x =a. Habria que estudiar el signo de — cuando x se acerca a 2 por la
g

izquierda y por la derecha, es decir, determinar los limites laterales. Si los limites laterales existen y

coinciden, |im [i}{x} existira y su valor coincidira con el de los limites laterales, en caso contrario |im [LJ(X) no

X3 X—»a

g g

existira.

, r a? g
tim (79)(x) = (lim f(0) " =30 =1

Cuestidn 9:
Calcula:
a) lim x*—x+3 b) fim x—2
xvin 2 — x% 23 x—n X+ 6
x*—x+3 1 . _ _
a) lim —————=——, yaque el numerador y el denominador tienen el mismo grado.
Xoriw 2 — x° —2X 2
1- L + :
. . L o x*—x+3 : x2 x¢ 1-0+0 1
Si se quiere ser mas riguroso: lim —————= lim = =_—
xoim 2 x?=2x% a2 1 5 0-0-2 2
x* X

b)

Wx—2

lim =0, ya que el “grado” del “numerador” es menor que el grado del denominador.
X—pdm X 4
x-2 x 2
: . . Alx-2 . ' 2 x 0
Si se quiere ser mas riguroso:  lim —lim —X - mXX_X_"_9p
X X+ B X—im X+ K-+ 1+6 1
X X



Cuestion 10:

A partir de la grafica de f{x), calcula:

ch

J

I 4
[
T

a) lim f(x)  b) lim f(x)  ¢) lim f(x)  d) lim f(x) &) lim f(x)

Solucion:
a) limf(x)=+o  b) limf(x)=—=  C) limf(x)=2 d) limf(x)=3 ) limf(x)=0

Cuestion 11:

La siguiente grafica corresponde a la funcién f{x). Sobre ella, calcula los limites:

¥
N 5 ]
< |
|
I, rl J
\\
‘\ ol
JglIs] 4] b r./@--s*‘r
/
El I,
/
|
|

a) lim f(x)  b) limf(x) ©)limf(x) d)limf(x) e)limf(x)

Selucién:
a) limf(x)=0  b) limf(x)=+  ©) limflx)=+x  d) limflx)=-=  e)limf(x)=1

Cuestidn 12:
Representa los siguientes limites:

lim fix) =40 tim f(x) = +oo
Solucion:

‘.f’\

R e



Cuestion 13:

Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién por la izquierda y por la derecha de x=
2:
x+1

im——
x—=2 {x _2"]
Solucion:

: x + . ¥+ . x +1
lim ——— = fim—— — = fim————— — +ao

LHTX_QF pﬁﬂx_gf “#{X—QF

Cuestion 14:

Dadala funcién f(x)= — X1

x* -5x+86
informacién que obtengas.

., calculaellimitede f(x) en x =2. Representala

Solucion:
x+1 x+1

X2 —Bx+6 (x—2)(x-3)

Calculamos los limites laterales:

) x+1 . x+1
lim——— = 4> lim——=
=2 |:X—2:||:X—3:| =2 ¥ —HBy 4+ B

‘."

Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcion a la izquierda y a la derecha de x=3:

—C

2
/

Cuestion 15:

lim
x=3 x2 9

Solucioén:

Iim— = lim .
x=23 x2 —9 x93 (x-3)(x+3)

Calculamos los limites laterales:

lim 3 = —oo lrm 3 = 40
¥—=3 < -9 #—=3" x< -9

i

‘ i\

i
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Cuestion 16:

Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién por la izquierda y por la derecha de
x=0:

. 2x +1

lim————

=0 x2 L 2x

Solucion:

) 2x +1 : 2x +1
him——— = lim—=—— "
x=0 32 | 2y x—0 x(x 4+ 2)

Calculamos los limites laterales:

. 2x+1 : 2x+1
lm —————— = —oo lim —/—— = oo

=0 x2 4 2x *=0% 2% 4 2x
\x
\|

Cuestion 17:
Calculaellimite cuando x — 4+ ycuando x ——x delasiguientefuncién
y representa la informacion que obtengas:

_1-2x* +4x

filx)=
(x) =122
Solucién:

1= 2x7 1 4x  1—-2x?% + 4x

him — = —m fimm ——— = "
e 3 X—3—

/ \

Cuestion 18:
Calcula y representa graficamente la informacién obtenida

. x?-3x—-4
lim ——————
=1 ¥ 4+ 2x +1

Solucion:

2 _ _ A _
fim X—M = lim w = lim X_4

151 52 £ 2% 41 21 ()41 =1 % +1

Calculamos los limites laterales:

fim = +m fim = —
T X +1 T X +1
I
)!I
!
-1



Cuestion 19:
Resuelve el siguiente limite e interprétalo graficamente.

. 2x* +12x +18
fim

=3 x'ix-86

Solucion:
2 2
i 2 +12x+18 20x+3)°  _ lim 2(x+3) _0o
=3 X2 +x—6 x——3 (X+3:|{X—2]| x—-3 {X_E}
No ‘
3N\ ‘
Cuestion 20:

Calcula los limites en 4+ y en —w0 de las funciones siguientes.

X
a) f(x)=x—5 b) f{x]=2|_|
— X
a) Ellimite en —c no existe pues la funcion solo esta definidasi x =5, lim «/x—5 = +x.
X —p o
|x| E_X si x<0 ol ;
b) f(x)=—-"—=1"% ,asi lim f(x)= lim ——=1y lim f(x)= lim —=—1
2 — X x . X —w—ar N —w— 2 — X XN —w+ir X —p+ 2— by
— si x=0
2—x
Cuestion 21:
Halla, si existen, estos limites.
. x—3 . x—1 - x*-3x . o ox'-3x
a) lim——— d) lim —— lim——— im —
) x—1x2 _2x 41 ) xo1 X2 —2X +1 9) x—2 x3 —2x°? ) x—n x3 — 2x?
_ 2 _ 4 4
b) lim —— &) lim X 4x=1 hy fim X 73X k) lim X 3%
xslm X — X x4 X°—6x+8 k2" X0 —2X Kb 7 — Dy
. x—1 . x* =50 . x*—3x . x*—3x
c) lim fi lim—m——o--— i lim —— h Iim——
) kD' X% — X x—5 x% +10x + 25 ) ka2 X° —2x° ) x=0 x3 _2x?
. x—23 . x—-3
a) Im—— =lim———=—=

1 x% _2x+1 x r1(;,(_1]2

b) Iim X1 _ lim ox-1 Iiml=~x.
¥=0" X° —X  x=0" X{x— ) r—~ X
. . 1

c) lim = lim = lim —= +w

d lim —"—— = lim ——— = lim —— =+



x% +d4x -1 o

x? +dx—1

e) lim DV—F—=Im ——F—=
} xoa” X2 —Bx+8  xos (x-4)(x-2) o
3_
f om0 75 _1
x5 x* +10x+25 100 4
4 _ x(x*-3' I_
ag) lim Xi=ox _ lim ( } X

-2 X3 —2x% 12 %% (x—2) " xo2 x(x-2)

es por la derecha o por la izquierda.

4 3
h) lim X 3% gm X3
w2 X7 =2x% w2t x(x-2)
oo x'-3x . x°-3
i) lim ———=Iim =—
w2 X7 —2x% woz X(X=2)
D lim 2=
W A"
4
. X —3x
K lim %
) o, 22
4 _ 3_
) lim X 3% g X =2
X0 x° —2x° xo0 x(x-2)

o por la izquierda.
Cuestion 22:

En caso de existir, calcula los siguientes limites.

2 2
. X“+3x . X+ 3x
a} Jlt".)nZ XE—X d} :!clr!.[l.'l xz_x
2
b) lim XX e) limyx2—9
x—=—3 ¥°_x x—h
&) lim X +3X f) lim=]
x——1 XE—X k1ol 1
2
a) ImX 12X 19 5
X2 ¥S— x 2
2
b) fim Xt3X_0 _p
x>3 x2—x 12
2 —
¢) lim XX _—2_
=1 ¥ — ¥ i
2
d) lim X3 XX 43 _
x=0 x? —x  x0 x(x=1) x>0 x—1

e) Imyx?-9=4/16 =4

x—5

X+3

g) lim~9—x*
K3
h) lim v9—x?
X3
2
i) lim —= .

-3

i)

k)

)

no existe, pues el signo del cociente cambia si la aproximacién a 2

no existe, pues el signo del cociente cambia segln sea la aproximacion a derecha

Ix -1

a1 ¥ —1

x2+x-90

m -—=-
x5 Jfx 3

x?_x-2
x1 x? - 2x



S LU N

q) Iim3 9—x* no existe, ya que la raiz esta definida solo si x [—3, 3].
X

h) lim ¥9—x* =0

X3

D lim X N0 x|

x1x? _3x+2 _x—r1|{x—1}{x—2} ke x—2
fx-1 Jx -1

i) lim

1
= [im - - =lim-——=
=1 ¥ —1 xl—rt!l{\f;_—l)(_fx +1] .Jr—nﬂ\j”;_.."] 2

—2

1

+x—90 . (x=9)(x+10)(vx +3] (x=9)(x+10)(vx +3)

k) lim = lim — : =i L lim(x+10)(v/x +3) =114

x-»9 J;_g x—»8 (&_3)(\;’;_,_3] x—+9 x¥x—9 x93 ( ]

2

)] |imx2_7""_2 = -2 =2

X1 xc—2w —1

Cuestion 23:
Si existen, halla los siguientes limites en la funcion:
X R
si x<1
x=2
f(x)=42x-1 si 1=sx<4

«..I'r;+x+1 si x=24

a) limf(x) d) lim f(x) g) lim f(x)
x—0 K1t X—pd

b) Iim1f{x} e) Iimﬂf[x} h) Iim4f(x)

c) lim f(x) f) lim f(x) i) limf(x)
x—=1" x—ad” x—5

a) limf(x)=lim——=0
x = el ¥ —2

b) limf(x) no existe, pues no coinciden los limites laterales.
x—1

X
c) Ilimf(x)=lim —=-1
} x—T { J x—>1_x—2

d) lim f(x)= lim(2x-1)=1

=1 x—1

e) limf(x)=Ilim(2x-1)=5
x—3 K3

f) lim f(x)= lim (Nx +x+1)=7

x—»d ™ x—sd "



@) lim f(x)= lim (2x-1)=7

x—wd” x—wd”

h) limf(x)=7,pues lim f(x)= lim f(x)=7
x—vd Nl

x—ad"

i) lim 7(x)= Jin«;(&+ x+1)=6+5

Cuestion 24:

Calcula los siguientes limites:

£ 2
a) lim ;:v: b) lim 2x"+3x
x—=0 x°—=2x x—=0 X
3_ 2 2 =
<) lim Sb7—2b” d) lim M
Bb—0 b b0 b

o Saca factor connin y simplifica cada fraccion.

i dx __ by i x(2x+ 3 _
= _TT'[:I x(x—2) }.tinﬂ X ’
» . -
o tim 2BE-2 _ d tim LL=D _ T
h—0 b b—0 4b 4
Cuestion 25:
Resucelve los siguientes limites:
2 3 4
a) lim b b) lim -\2—]
x—1 x-1 X -1 X*°+ Xx
- > - 2 . - . .2- . — 2
&) lim EER d) tim = .
x—-=-2 .\’2--'} x—2 x—-2
. 2 X+ . -1
c) lim = 3 f) lim —
x—=-3 x2+4x+3 x—1 x*-1
(x + x—-1)
a) lim X+ 1Dx—1 =2
X — ] (.‘.- 1)
- 41 = (x+Dx%=x+1 3
b) lim ——— = lim = =—3
x4-] X°+X x-—-1% x(x+1) -1
S T (x+ 2) - | d) lim (x+ 1)(x-2) -3
yr—=2 x+2)(x-2) 4 x—2 (x—-2) :
e) lim Ge+9) -5 £) lim X=1) CPrx-vx+])
:c . _5 (.\. + .%) ‘.‘o\. + l ) 2 .\' - l (.\. _— l) (.r + ])

10



Cuestion 26:

2
Calcula el limite de la funcion f(x) = X enx=2yenx=>5.
X—5
4 lim f(x) = —o0
lim f(x) = =1 lim f(x) » = e — No existe lim f(x).
x—2 x—35 0 im f(x) = +o0 X—5
x—s5F
Cuestidn 27:
Halla los siguientes limites.
X =2x"+x 4 _16
a) lim b) fim 2
x=1 x? —3x+2 x—>=2 x3 48
39,2 36,2 12
a) fim=> 2x +X—>9 fim = 2X +X:;’m x(x=1) =0
=1 x? — 3x 42 0 =1 x?=3x 42 2 (x=1)(x—=2)
4 —
b) fim X2 —2 10 — 0

=2 x* +8 0

4 2 _
fim X 16 . (x* +4)(x+2)(x—=2) :_E
=2 3 +8 =2 (x4 2)(x° —2x + 4) 3

Cuestion 28:

Pon un ejemplo de una funcién que tenga como asintotas verticales las rectas
cuyas ecuaciones son:

Respuesta abierta. Por ejemplo: f(x) =

(x =T)(x = 2)(x = 3)
Cuestion 29:

Calcula los siguientes limites vy representa grificamente los resultados que
obtengas:

.2 R
» X*—-x-06
a) lim —————

x—>3 x2-3x

S I RO, |
b) lim X 3x+2

x—>1 x2-2x+1
. xt=x=6 . x=-3)(x+2) 5
a) lim —————= lim - =
x—3 Xx°—-3x x—3 x(x—3) 3

—
ot
N

11



o A SR (x—2)(x—-1) P
b) lim = - T - lim . iy = :
x—=1 x*—-2x+1 x—> 1] (x— 1) x=>] X— 1 ’:
Calculamos los limites laterales %l
=1 = "
lim — =+,  [im — = —co :
x—1 — x—1 - :I
x*—3x+2
No existe  [im . —— i
x—>1 X°-2x+1
Cuestion 30: Calcula los siguientes limites:
x—3 Y3x?
a.- lim ! Sol: 1/2 b.- lim v —xtl Sol: 0
vt 4x —1 ¥—stes 4x —1
. 4—x 3 _
c.- fim — Sol: — o d- fim ——— % Sol: + o
' x3 r=+e ST —x +1
e- lim (*J:c2 +3x —x) Sol:3/2 £- lim (Vx+2-vx=2) [soLo
. X _
g lim ————— Sol: + e h.- lim Vr+l-vx+2 Sol:0
T x—4/xT +3x X Jx
. x*+1-1 2
L.- FimTj— Sol:1 j.- lim X" +1 Sol:-1
==\ xt+2-4 o X+l
3[ 2 v’ —6x7 +5x
k.- lim [ X +2 —:c) Sol:-2 L-lim ——— - Sol:-2
X3 1 x% —x  +x—1
.-
x+1) .
m.- .{':'n_g ((T 3;4 Sol; — o Jim ¥ +5x7+3x-9 Sol:-2
T =3 x° +7x) +15x 49
4 a3 _ _ x+2
T e e e Sol:9/17 0.- lim ——— Sol:2
=iyt +4x —11x-2 TN x+3 -1
u =
X—|X -1 r—3 -1
-~ lim Sol:0 g X 5
p.- fim — q. jf_{g{[Zx_4] Sol: e
. 2
r- lim 2x:—1 " Sol:1 - lim( 1:1" ]I Sol:e
x| 2x7 —4 0| 3x* 41
L - 1 Ix-3
x=3 . X+
t- lim| 22—~ ! Sol : e u.- lim = Sol: 1
¥—3 2x—4 Ates x -1

12




. X.-
v.- lim («J'xg +2x—x] Sol : E HIH(\/I—'VE—\/I+'\JEJ Sol : -1

T e X—ro0
v’ —1 =
y.- lim —— Sol : 1/3 | LTX Sol :
Cuestion 31:
Encuentra el valor de:
a) lim (Jax? +2x —Jax* =3) b) fim (Jx* —2x+1—x* —2x+4)
X—+= X—+ >

a) lim (Vax? + 2x =V4x? =3) 5 0 — o

X—3 400
fim (\/4x2+2x—\/4x2—3): lim 2x+3 _ !
o =t Jax? 4 2x 4 axt =3 2
b) lim (\/X2—2X+1 —\fxz—2x+4)—>oc—:o
X—+m
im (Vx* = 2x+1=Jx* —2x+4) =
X—+m
2 x4+l xE = 2x+ 4
Cuestion 32:

Obtén los resultados de:

—3x + 6x°2 2x% 4+ 5x3 —2x?
a) lim \/ b) lim \/
X—»—o xz R 2 H—p— 3x —1
—3 62 4 39,2
a)  lim V=3xt ox b) fim Vo +5¢ =20
X—3— xz + 2 X—»— 3x — 1
Cuestion 33:
Determina.
a) Jim 2—NX+4 b) fim X =2
x—0 X x—2 X —2
2=\ x+4 0
a) lim La — —
x—0 X O

1

ffmz_ Ix+4 = lim —X = [im i —
S W vy R PN

13




Jx =v2 0

] J2

b) lim—mM > —
K—32 x —2 0
- Jx =2 , X—=2
im ——— = lm =
x—32 x —2 x—}E(X_z)(\/;_F\/S)

Cuestion 34:

Halla los limites.

a) lim cos x b) lim tg x c) [lim senx
X—T T iw
X—— X—=—
2 2
a) limcos x = —1

X—T

m tg x = +o0

n
x——

b) lim rgx—)%

™
X——

2

) lim sen x = —1

in
x——

2

cos X 1 _
A lim
x—>7 Sen X

cos X

d) lim
X=T gen X 0

Cuestion 35:
Dada la funcién:

determina los siguientes limites.
b) lim f(x) c)

x—1

lim f(x)

X——m

a) lim f(x)

X—+ @

a) Iim f(x)=2

X—4 3
b) ﬁm1 f(x) = —1
o Im f(x) =2

d) Im f(x) = o

x—3—2 0

2 _ —
fim 2x° + 3x =2 — m (x+2)2x—=1) _
x==2  x? —4 x==2 (x 4+ 2)(x — 2)

14

lim 1 = =
=2y 42 22 4

. COS X
d) lim
X7 sen X

lim tg x = —o0

™
X——

cos X

lim
x—=7t sen x

:+CO

d) lim f(x)

x——2

) 2x — 1 5
im = —
x—=—=2 x — ) 4




Cuestion 36: Calcula:

I.i_l;n_(Jx‘ 2 % tx)=w-w

SOL:
[(Jx’ =2 = )T =2 4% +x ]

lim =
" (Jx*—2+3x*+x)
2 LT _ _n

=lim—2 2-x X —lim 2-x =

e et 2 4 2 +x) '*'(Jx*—2+3x’ +x)
-1

2
Cuestion 37:

Jim_ JE 3R -X = . -

Cuestion 38:

Jim NXF+2-%-2 = _w-w

(-Jx+2 — X - 2)[-Jx:+ 2 +x-2)

Ty JX+2_JX_2:XII—I-:|HCD B

X+ 2+ Jx=2
2 2
. (‘4'"“'2) '( X'Z) _m X+2-x42 4 o
X=0  Ix+2+fx-2 X330 x4+ 2 +fx-2 ©

15



