Ejercicios resueltos Matemadticas | de 12 Bachillerato

EJERCICIOS RESUELTOS

UNIDAD 6: TRIGONOMETRIA |

Cuestion 1:

a) Pasa a radianes los siguientes angulos: 210° y 70°

b) Pasaagradoslos angulos: Iz rad y 3,5 rad

Solucion:

2)210 =210—" rad="" rad
180

70 =70 rad =" rad
180 18

I::-]IErEld=E-'IE“:| =210
L] 6 T

180°
n

3,5rad=35- =200 327"

Cuestion 2:

Completa la siguiente tabla:

GRADDS 35° 120°
RADIANES 2/ 3 2

Solucion:

35 =22 4=/ rad

180 36

Era =2—ﬂ:- 180 =120 — 120 =Erad

3 3 b8 3
2rad=2. 180 =114 35'30"

¥
Faor tanto:
GRADOS 35° 1200 120° 114°35'30"
RADIANES T/l 36 2n /3 2n/3 2
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Cuestidn 3:

a) Expresaengrados los siguientes angulos dados enradianes %f v 3

b) Expresa en radianes los angulos: 225° y 100°

Solucién:
a) ZTrad=-2 180 _y5¢
5] 6 b
3rad=3.420 _4775314"
s
. T bn
b) 225 =225. " rad =" rad
180 4
100" =100-—~ rad = 2% rad
180 9
Cuestion 4:

Calcular todas las razones trigonométricas en los siguientes casos:

1
a. seno'.=§:ot-::9t]°

o
2

c. tago=2:180"<¢q-=270"

h. cosa=-— <O <T

|

d. coseco=——:2T0%< g < 360°

I | Lad

im
e. secoa=—2:mM<o<—

-
s

f. cotago=-1:270"< o< 360°

Solucion.
sen ol cosec o >0
a. sen ol = l Si =90 = o = 1° Cuadrante: < cosa: seco >0
3 ‘_taga;cntaga::-ﬂ
Conocido el valor del seno se calcula el coseno mediante la ecuacién fundamental

bl T

sen o+cos  a=1
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'

|
i
Cosol =i1.l'1—5-f.‘112[i'. =+ ||1— l
-lll u3,-"

Conocido el seno v el coseno se calcula la tangente por su definicidn.

tag o SR _ }g 1 ﬁ

o= = = =
coso. 2..“'"% 2.2 4

Conocidas las razones directas (seno. coseno y tangente) se calculan la inversas (cosecante,

secante y cotangente) mediante su definicion.
mseca—L—i—3 seco = L3 —EME
sen o }/ ' Ccos o 21.5 / zﬁ 4
3 3
-242

cotag o = ! = ! —4
TR VaNE
4

sen il coseco =0
coscl seco <0

-
©8i — <@ <1 = a = 2°Cuadrante:
tago; cotago <0

b. CosQl =—
3
Conocido el valor del coseno se calcula el seno mediante la ecuacién fundamental.
sen o +cos” o =1
I 5 2 [
f 3 3 9 16 4
senc=*tyl—cos” o =+,/1—| — | =,11- =] =
vV Ls) V25 Va5 s
Conocido el seno v el coseno se calcula la tangente por su definicion.
sen o % 4
ga=—— =T ="3
cosc A
Conocidas las razones directas (seno. coseno y tangente) se calculan la inversas (cosecante
secante v cotangente) mediante su definicion.
1 1 5 1 1 5
coseCol=——=—=— S =—"=——"=——
sence 4/ 4 cosa  —3 4 3
1 1 3
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sen ol coseco <0
. tag o =2: 51 180% <o < 270° = o = 3° Cuadrante:y cosa: seca<0
tago; cotago > 0

Conocido el valor de 1a tangente se obtienen la cotangente v 1a secante.

cotag ot = ! =l

taga 2

tagzﬂ +l=sec’ o seca =i~.i,'ltag20: +1=—y2%+1 =—~."r5

Con la secante se obtiene el coseno
_ 1 1 Js
s =—=——=——+

sec o = - -
cosa seca  —./5 5

Conocidas la tangente v el coseno se obtiene el seno mediante la definicion de tangente.

k1
tag o = Iseno =cosc-tago =———
cosd 5 5

Por ultimo del seno se obtiene la cosecante.

1 1
coseco = = =—

5
o 25/ 2
5

sen o cosec o < 0

3
d. cosecol =——: Si270° <o < 360° = o = 4° Cuadrante: < coso: seca >0

tago: cotaga <0

De la definicion de cosecante se obtienen el seno v la cotangente.

1 1 2
Dsena = -——

cosec o = - =
Sen o coseco  — % 3

Conocido el valor del seno se calcula el cozeno mediante 1a ecuacion fundamental.

7 il
sen"o+cos” =1

2V [2 5 5
_1 h-3-

| 2
cosa=2yl—sen o =+,|1-| ——

VoL o3)

Conocido el seno v el coseno se calcula la tangente por su definicion.

Sef o _% 2 _21."'5

tag o = =—=—

COSaL .\,n"g/ =_E= 5
3

Conocidas las razones directas (coseno y tangente) se calculan la inversas (secante y cotangente)
mediante su definicién.

1
SEC O = = =— cotag o = = = — = —

cos o 1"-"% NG 5 tago 2\-'r% 245

1 3 35 1 1 5 a5
2
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sen o ; coseco < ()
e. seco'.=—2:5iH-:i{x-:ia—nztbae?“{iuadrmte: cosa] seco <0
: tago: cotaga > 0

Conocida la secante se calcula el coseno v la tangente.

Sec o = :
COs o seco  —2 2

tagzﬂ +l=sec’ a: tag o = tx.'s&cg ow—1 =+1,|,'I(—2}3 -1 =\|".3

Conocidas la tangente v el coseno se obtiene el seno mediante la definici6n de tangente.

—
SET Ol 1 '3
fag o = :senu=mscx-tag&=——-£=—L
COs0 2 2

Conocidas las razones directas (seno y tangente) se calculan la inversas (cosecante y cotangente)
mediante su definicién.

1 1 2 243 1 1 43
COSEeC o = = =— = B cotag o= = =

senc _ 1'."5/ J3 3 tage 3 3
2

sen ol cosecol <0
f. cotag o =—1: 51 270° < o < 360° = o = 4° Cuadrante:{ cosc: seca =0
taga; cotaga <0

Conocida la cotangente se calcula la tangente v la cosecante.

1 1
fago =———=—-=-1

cotag o = =—=
tag o cotaga -1

2 2 [ 2 [ 32 [
cotag a+1l=cosec o coseco =*ycotag o +1 =—,,‘|{—1_] +1=—+2

Conocida la cosecante se calcula el seno

1 1 J2

seno = = =——

COSec o =
Seml o coseco  — .,_.'E 2

Con el seno v la tangente se calcula el coseno con la definicién de tangente.

VY 5
_sena g_ﬂ

tag o =-

cosa =
cosg taga -1 2

Coneocido el coseno se calcula la secante.

1 1
sec o= = =

cos o \."V
2

V2

2
l._ —
42

Cuestion 5: Sabiendo que cos a =%, y que 2702 <a <360°. Calcular las restantes razones trigonométricas del angulo
a.
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2 - -
sen ¢ =— 1—[%) =—% Ccosec a:—%
1
COS @&=_— sec =4
4
J15
3 V15
tg a=-—F=-15 cotg &=-""
1 15
4

Cuestion 6: Sabiendo que tg a =2, y que 1802 < a <270°. Calcular las restantes razones trigonométricas del angulo a.

1 ﬁ.l"5
seC a@=—1+4 =—-5 COS d=——— = ———
“ *="5" "5

sen 3:2.[_”{'5}:_2\"{5 %

COSEeC @ = —
o o

tg =2 cotg “:%

Cuestidn 7: Sabiendo que seca=2,0< a < E/Z, calcular las restantes razones trigonomeétricas.

1
COS @@= — SeC =2
2
2
1y 3 23
sen &= 1—(§J =5 cosec r.r_T

E

3 g &=

Cuestion 8: Calcula las razones de los siguientes dngulos:

a) 225°

sin (2250) =sin (1 80°+ 45") =—5in4d45°=—

V2
2

c05(225‘3‘) = COS (18[]“+45“) =—-cos45°= —g
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tan(225°) = tan{180°+45°) = tan45°=1
b) 330°

sin(BBDO) = sin[BED“— 3[]“) =-5in30°=

COS (33[]‘3') = CO0S% (36[]“ — 3[]“) =c0s 30° =

m|§1 M|||—-

tan(330°) = tan(360°-30°) =-tan30° = —g

c) 655°
26550 360°
135° 7

5en2655° = san135° = sen[18ﬂ° - 45°) = sands® = %

cos 2655° = cos 135° = cos [18[}” - 45”) = -Cos 45" = - g

tg2655% = -1

d) —840°
-840° 360°
-120° -2

5in (—84[]"3’) = 5in (—12[]0) = —5in (18[]"3’ — 6[]“) =—sinb0° = —g

COS (—84[]"3’) = COS (—12[]0) = COS (18[]"3’ — 6[]“) =—c0s b0°= —%

tan (-840°) = tan (-120°) = - tan (120°) = /3
Cuestion 9:
Calcula las razones trigonométricas de 140° y de 2207, sabiendo que:

send40” =0,64; cos40" =0,77; tg40° =0,84
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Solucion:

Como 140 =180 —-40° vy 220 =180 +40°, entonces

sen140’ = send0” =0,64
cos140" =—cos40° =077
tg140° = —tg40° = —0,84

5en220° = —-send0” =-0,64
co5220° =—cos40° =-0.77
tg220° = tg40° =0,84

Cuestion 10:

Sabiendo que sen 50°=0.77, cos 50°=0,64 y tg 50°=1,19, calcula (sin utilizar las teclas trigonométricas de la
calculadora):

a)cos130° b)tg310° c)cos230° d) sen310°

Solucién:

a)cos130° = cos(180° ~150° )= —cos50° = 0,64
b)tg310° =tg(360° —50° )= ~tg50° =-1,19

) cos230 = cos[ﬁ 80° +50° )= —cos50° = 0,64

d)sendil = f‘enf.'e-ﬁ[l’ -50° :]=—se.r:'5l]° =077

Cuestion 11:
Si sen =035 y 0° < o< 90° halla (sin calcular &):

a) sen{:130° —a) b) cosli130’ +ai}

Solucién:

a}senll'l a0 —a:]=sena:={1_35
b)cos(180° + a)=—cosa

MNecesitamos saber cuanto vale cos o

sen*a+cosfa=1 — 0,357 +cos’a=1
0.1225+cos°a=1 — cos-a=08775

cosa =0,94 (espositivo, pues OF <a <90%)

Faortanta oos{1 80" + o:}= —coso = —0,94



Cuestion 12:
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. 1 . . - .
Si tg't:f=E y a esunangulo que estaenelprimercuadrante,calcula(sinhallara):

a)tg(180° —a b) tg (180° +a) c)tg(360° —a)

Solucion:

a}tg[_1 ar —af_:|= —tga= —%
b)tg(180° +a)=tge =%
¢)tg|360° —a)=—tgar = _'_3'

d)tg(360° +a)=tga =%

Cuestion 13: Comprobar las identidades:

) tgao+cobtg a=seca Ccoseca

fga+cotg a=

COS & Sena COoSassena

1
= =SECa-COos5ceCa
COs g 5ENa

b) cot@ a=cos?a+(cotg a:cosa¥

d) tg (360° + a)

sena  cosa _ sen’a+cos’a

2
cos’ a +(cotg a-cosa) =cos’ a+cotg a-cos’a=

cos?al{l+cotg® a)=cos? a.cosec? a=
( g ) sen?

—  =—sen?a.cos?a+costa
c) sec’ a

senla.cos’a+cos a=cos’a (sen 2a +cos Za) —cos a=

d) cotgas-seca = coseca

cosa 1 1
sena cosa sena

cotga.seca= =Ccoseca

cos® a
a

=cotg?a

1
sec’a



sec’a + cosec’a =

€)

sec a+cosec a=

Cuestion 14:
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1
2 2
sen”a-cosa

1 1 sen® a+cos? a 1
L 7 - 7 z = z z
cos’a sen’a senfas.cos’a  sen®as.cos’a

Calcular las razones trigonometricas de los siguientes angulos en funcion de sus angulos

asociados agudos.

a) 135°
b) 120°
c) 330°
d) 240°
e) 150°
f) 1290°
g) Sabiendo que tg 18° =0.32 calcular la razones trigonométricas de los signientes angulos:
i) 72°
ii) 108°
iii) 162°
iv) 198°
V) 252°
vi) 288°
vii) 342°
Solucion.
a. 135" es suplementario con 45° (135 + 453° =180%). Las razones trigonométricas de 135" estan

relacionadas con las de 45°, la forma mas sencilla de encontrar esta relacién es de forma grifica.

N5

sen135%=sen 45 = —
sen 457 2

2
c05135“=—c0545“=—§
gen 135° geqn 45°
tg135°= " - = — —tg45°=-1
cos135®  —cos4a®

10
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b. 120° es suplementario con 60° (120 + 60° =1807). Las razones trigonométricas de 120° estin
relacionadas con las de 60°, 1a forma mas sencilla de encontrar esta relacidn es de forma grafica.
NE]
Y sen 120° = sen 60° = —
sen 120° 7 sen 607 2
Wiy

\ cosl20®=—cos60°= —%

cos 1207 | cos &0° 1200 50°
SEN SEN

tg135°= = — —tg 60°=—3

& cos120°  —cos60° e

C. 330" equivalente a —30°, asociado a 30°
1
sen —30°= —sen 30°= ——

3
cos—30%=cos30%= ?

sen [— 30"‘} ml'r?_s
tg(-30°)= =20 L e300
d } cos (— 3[!“} ® 3
d. 240° se asocia a 60° porque se diferencia del él en 180° (240° = 60° +180°).
60° sen 240°=—sen 60 =— ﬁ
ool \l 5
cos 60° cos 240°=—cos 60° = —%
sen 240 —sen 60°
tg 240°= - —tg60=1+/3
g cos240° —cos60° '
€. 150° suplementario de 30° (150° + 30° = 180°)

5en150“=sen30“=%

e [~ sen 30°
sef 15[: '\.‘/\‘ | N

cos150° cos 30° cos150°= —cos30°= T2
tg 150°= senl150°  sen30® —tg30°= _ﬁ
cos150®  —cos30® 3

11
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f 1290. Por ser un angulo superior a 360°, se divide por 360 y nos quedamos con el resto.
1260° = 3x360°+210
Las razones trigonométricas de 1290° coinciden con las de 210° (relacion entre las razones
trigonométricas de angulos que se diferencian en un nimero entero de vueltas, 360° 6 2x radianes) v las
de este (210°) se relacionan con las de 30° (210° = 180°+30°).

1
sen 1290° = sen (360°x3 + 210°) — sen 210°= —sen 30°= -3

s 210° -~ sen 30° ﬁ

. c0s1290° = cos(360°x3 + 210°) = cos 210° = —cos 30° = —~—
sen 2107 2

o] _ o]
t21290° = tg (360°x3 + 210°) = tg 2100 - S8 210° _ —sen 30" 3n°=£
cos210  —cos30° 2

2 Lo primero es calcular el seno y el coseno de 18° conocida la tangente (tg 18° = 0.32). Por ser un
angulo del primer cuadrante, todas sus razones trigonométricas son positivas.
Conocido el valor de la tangente se obtienen la secante.

tag218°41 = sec? 18°: sec18°= +y/tag?18°+1 = +4/0322 +1 =105

Con la secante se obtiene el coseno

ccoslit= ! L=IE:I.,‘EI'5

sec 18%= =
cos18° sec18® 105

Conocidas la tangente y el coseno se obtiene el seno mediante la definicion de tangente.

18°
o . sen18°=cos18-tag18 = 0.95-0.32 = 0,30
cos 18°

72"
X sen72%=cos18°=095
f 15; ge €OST2°=sen18°=0.30
o (5]
Q‘ZD TS 12° tg 720 = sen’72? _ cosl8 _ 1 1

tag18°=

i 72" =90°-18°

=312
cos72° senl8® tgl8® 032

iii. 108° = 950" + 18°

1082
18° senl08%=cos18 =095
senl®®  cosl08%= —senl8°=-030
s108° o 108° 18° 1 1
cos10 cos 18 t2108°= sen __cos __ __ — 312
cosl08® —senlB8® tg18° 032

12
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iii. 162°=180°—18°
sen 162 =sen18°= 030
162° 13° cos162°=—cos18°=-095
senlo2” sen12° senl62°  senlB®
. = tg162°= = =—tg18°=—-032
QD £ cos162° —cosl8° g
iv. 198°= 180"+ 18°
13 sen 198%=—sen18°=-030
cos 108° senld®  05198°— —cos18°= —0.95
genl98?| —— cos 157 198° —senl8”
19g° tg198e= "0 "° _ 5% 4oyge_032
cos198° —cos18°
V. 2520 =270° - 18
sen 252%= —cos18 =095
12 c05252%°=—senl 8°=—0,30
cos 252° senlg” 252°  _—cpsl8e 1 1
cos 187 tgospo 0 TER D - 312
sen 252° /ﬂ/ cos252° —senl8® tgl8® 032
252°
vi. 298°=2T70°+ 18°
sen 288%°=—cos18 =095
cos288%=senl8° =030
(1] — {n]
cos 2882 tgoggoo 0288 _—cosi® 1 1 _ 44

c0s288° sen18°  tg18° 032

13
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Vii. 3420 =-18°

. sen (—18°) = —sen18°=—0.30
ser 18° cﬂs{—18°}= cos18%=0.95
sen (~18°) )= sen(—18°) —senl18®
-18° - ms{—lﬁ]" ~ cosl8®

cogl8®

tg (—18° =—tg18°=-032

=
cos(-18°) —J

Cuesti6n 15: Simplificar las siguientes expresiones:

a)

sv.=:11|::e-L
tea

CosqQ

SENO-—— =SeNf ————— =Send- =Cosa
tga %ﬂﬂy SEr O
cosa

b)

-u"rl—slen{x --Jl+sencx.

J1—sena -+/1+sena =J{1—5enu.}-[l +senu] =~.{12 —sen’a = \/E{!SE o =cosa

c)
cos® o.—sen-a
cos® a—sen’a
2 2
cos a— S»Eﬂzﬂ. cos” {I—SEIIZIII 1 1 1
= > > = ==
cos4 o— 5&1:14:1 [::{:52 o —sen‘u,]- {cns‘ o+ S:Eﬂzll} cnsz o +sen2u 1
d)
cos a—sen’a

2 2
5¢n o—Cos O

2 2 2 2
COS O—sen a 2 —\Sel a—Co0s5 O

2 2

=-1
2 2
SEM O—COs @ BCn O—COos O

e)

2 2
sec w4 Cos O

S:f.‘,lli.‘,2 o —E052 L

14
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4

1 2 l+cos™a
2 1 T3 _tees @ ——— 4
SeC O+COs5 O cos'u cos'u 1+C-GS (i )
2 2 N 4 4
sec” @—cosT a —coscg 1—cos a l-cos a
4 3
cos @ cos” o
f)
CO5 ecol
2
l+ctg
1 1 1
2
COsSeCd  gepmpg Sen o _ sepg  Sem @
2 2T 2 2 1 - -
l+ctg®a j.fos"a  sen"a+costa sena
3 2
sen o sen”o sen
8)
2
cos” o
1—sena
2 2
cos"a  l-seno (1+senu}-{1—senu}
= = =1l+sena

l-sena 1-sena

Cuestion 16:

l-sena

Demostrar s1 son verdaderas o falsas las siguientes ecuaciones:

fga+t
tgo+tef P
ctga+ctgp
to o + 1 g+t g+t
ga+igh tga+igh g gB=tga_th
ctga+ctgp 1 1 tgp+tga
tga tgf tga-tgf
ctgo + tga 1
b) g ga _ _ _
ctga—tga  cos” o —sen“a
COSOL  Send.  COSCl-COSO+Sen o -5Send
+ 7 53
ctgO+1g0  geng  coso SErl o - COS _cos'c:+5en"0:_ 1
ctgo—tgo COSCL SENG  COSO-COSOL—SENO-SENC ool g —cen-o  COSS Ol —Sem-o

SEN oL

COs 0

SEN QL -COS O

1
=———=35¢ec 2ol
cos 2o

15
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c) ftg o+ ctg o =sec ocosec o

SECL COSO  SEM OL-SEM O+ COSCl-COoS ol 1 1 1
tga+ctgoa = + = = = - = SeC O - COSec o
cosol  sendl COS Ol - Sen o COSCL-SN 00 COSOl Send

d) ctg’o —cos’a = ctga-cos®a
2 2 2 2 2 2
3 7 cos- o 7 cos o—cosT o-sen @ cos”o-|l—sen
ctg o —cos  0=————Cos d= 5 = 5 =
sen o sen o sen o
2 2 2
cos  @-Ccos @ cos O 2 2 2
= 3 = s—-cosT a=cig a-cos
sen”d sen”a
e) sen*c — cos’P = sen’p — cos*a
2 2 2 2 2 2
sen“a—cos P= —cﬂszu—(l—sen‘ﬁ)=1—cos a—1+senP=sen B—cnszu
S - CoS O tgo
N 2 2 2
cos“o—sen‘a l-tga
sen o sen o ,
tgo cosa cos Sena-cos o __sena-cosa
2 2. 2 2 2 21 2 2
1-tz"a I sen @ cos @—sen o cosa-lcosT om—sen o) cos o—sen o
cos’ a cos a
l+tga coso+seno
l1-tgn coso—sena
1 SeN O COSO+Sena
+
1+tgu= cosa _ cos o _Cosa+sena
l—tgu 1 sena COSO—Ssen o COS 0 — Sem o
cosa cosa
h) cosforcos®p — sen®orsen’p = cos’o — sen’P
¥ ¥ ¥
cos? a-cos? p—sen“a- slerlzﬁ- —cos’a- (l —Sf:ﬂzﬁ)— [:1 —cos? u)-sen"B =
2 2 2 2
—cos’ a—cos® a-sen B —sen |3+::n52u-sen p=cos U,—slerlzﬁ
i) sen orcos otg o-ctg asec arcosec =1
seno cosa 1 1
sen o-coso-tEo-cigo-Seco - COSec o = Sen o - Cosd - - -

. -1
COSO SEenC cCosO send

16
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(seno+coso)’+(sena—cosa) =2

2 2 2
{SEﬂ.ﬂ.+COSﬂJ2+[SIE:ﬂ.ﬂ—COSﬂJ2 =Sef 0+ 2SeNd - COSO + Cos~ O +5en o — 25end - cos0 +Ccos” i =

2 2 2 2
={jse:|1 O+ Cos U.J+[SE:|1 o +COS u:|=1+1=2

2
ctg“a—1
k) ctga-— g =tgal
ctoo
2
1 1-tg"a
7 7 -1 — = 3 )
¢ ctga—1 1 tg 1 te o 1 tea-ll—tg"a
cgu_— = _ = — = — - =
ctga tga 1 tg a 1 tga te’a
tca tca
1 l—tgzu. 1—[1—tg201) 1—1+tg2u tgzu ;
= — = L= = = gu
tga tg o tea tgo tea
2
I l+tg tgo
ctgol cos’ o
2 2 2
sen o Ccos  a+sen o 1
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