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1. EJERCICIOS DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Cuestion 1:

Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 7 m de su base y he-
mos medido el angulo que forma la visual al punto mas alto con la horizontal,
obteniendo un valor de 40°. ;Cuinto mide el poste?

¥5)

40°

— O
bh=7cm

Cuestion 2:

tg 40° = = — a=71g40° =587 m

En un triingulo ABC conocemos A =68°, b=172m y a= 183 m. Calcula la

longitud del lado c.

AH =172 cos 68° = 04,43 m

CH = 172 sen 68° = 159,48 m
HB =vVa’ - CH?* =80.75 m

c=AH + HBE=04,43m + 8975 m = 154,185 m

Cuestion 3:

C

bh=172m =183 m

En un triangulo ABC conocemos a=20cm, c=33cm y B = 53°. Calcula la

longitud del lado b.

¢ =33 cm

Cuestion 4:

Estamos en A4, medimos el
angulo bajo el que se ve el
edificio (42°), nos alejamos
40 m y volvemos a medir el
angulo (35°). ;Cual es la altu-
ra del edificio y a qué distan-
cia nos encontramos de €17

Observa la ilustracion:

oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo

BH = a cos 53° = 12,04 cm
CH = a sen 53° = 15,97 cm
HA = ¢ - BH = 20,96 cm

bh=NCH?+ HA? = 26.35 cm

A 40 m
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h
ig 42° = =5 2 h =d g 42°
4
h =
ig 35° = m — h=(d+40)tg 35
= 40 1g 35°
— digd42°=(d+40)ig35° — d= = 139,90 m

tg 42° — 1g 35°
h=ditg42°=12597 m

La altura es 125,97 m. La primera distancia es 139,90 m, y ahora, después de alejarnos
40 m, estamos a 179,90 m.

Cuestion 5:

Los lados de un paralelogramo miden 12 y 20 cm, respectivamente, y forman un angulo de 60°. ;Cuanto mide la
altura del paralelogramo? .Y su area?

Solucién:
I

60~
20 cm

Fara hallar la altura hacemos:

12/ 3
senﬁ[l'=% — h=125en60" = ;I'_=G 3 cm

Elareasera A=20-6,/3 =120,/3 cm”.

Cuestion 6:

En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide 15 cm y uno de los catetos mide 12 em. Calcula la longitud del
otro cateto y la medida de sus angulos.

Solucién:

Aplicamos el teorema de Pitagoras para hallar el otro cateto:

b s
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a’+p?=¢c?

122 +b2 =152 > 144+b* =225
b? =225-144=81 — b=9 cm

Hallamos los angulos:

senB=2 _ senB-2_06 —B-365212"
c 15

A=90"-B=53 748"

¢ =90

Por tanto:

a=12 cm; A=53 7'48"
b=9 cm; B=36 5212"
c=15 cm; C =90

Cuestion 7:

Para medir la altura de una torre nos situamos en un punto del suelo y vemos el punto mas alto de la torre bajo

un aAngulo de 60°. Nos acercamos 5 metros a la torre en linea recta y el Angulo es de 80°. Halla la altura de la
torre.

Nl
Ngld
i
N1
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Solucion:
IS/
N old
; \|[n]["
it
\IIn](4
80°A 607
“x " 5m
tg8o- = h = xtg 80

h
g6l = h= 2 g 60
g T (x+5)tg
xtg80° =(x+5)ig60
xtg80" =xtg60 +5tgs0
xtg80 —xtgeld =3ige0
xltg80° —tg60° |=5tg60

_ 21980 _ _520m
tg80° — tg60

p_5tg60°tg80" ., ..
tg80" — tg 60"

La torre tiene una altura de 12,47 metros.
Cuestion 8:

Pablo y Luls estan situados cada uno a un lade de un arbol, como indica la figura:

457 35
j: 7,5 m -
a) Calcula la altura del arbol.
b) ¢ A qué distancia esta Pablo del arbol?
Solucion:
b
45° 35
x 7h5-x
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h 1=£ — x=h
tgd5 = — x
X
tg3s =
o 75-x| tg35 ="
7T.9—-x
h
tg33 =
. 7.9-h

(7,5-h)tg3s =h — 7,5tg35 —htg35 =h
7.5t935 =h+htg35 — 7,5tg35 =h(1+1g35 )
_ 7,5tg35°

=309 m =x
1+1tg3s

a) El arbol mide 3,09 metros.

by Pablo esta a 3,09 metros del arbol.
Cuestion 9:
Un mastil de 5 metros se ha sujetado al suelo con un cable como muestra la figura:

Halla el valor de ¢ y la longitud del cable.

Solucién:
i e b
g
an” 407
% ] e _}' >

] ]
sen6ld =— — a= =377 m

a sen6l”

.09 3
gl =— — XxX= =289 m

X tge0
Por otra parte, si consideramos el otro triangulo:

]

sendd” =E — b= =7,78 m
b sendd’
tg a0’ _3 — Y= 5 =596 m
¥ tg40

Por tanto:

La longitud delcable es a + b=5,77 + 7,78 = 13,533 metros.
Elvalorde ¢ es x+ y= 2,89+ 5,96 = §,83 metros.

2. EJERCICIOS DE SUMA, DIFERENCIA DE ANGULOS, ANGULO DOBLE Y MITAD

Cuestion 10:
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Sabiendo que cos 78° = 0,2, calcula sem 78° y fg 78°. Averigua las razones
trigonométricas de 39° aplicando las formulas del angulo mitad.

s o5 8% =102
sen 78° = V1 — cos2 78° = V1 - 022 = 0,98

ceo _ 008 _

lc;

s 51 30° = sen

e
1 + cos 78° _\/ 1+ 0.9
. :

cos 307 = cos T =

78 1 — cos 78° 1 —0,2

o _ ! = = =ew fe _— = P
g 39" =1g — 1 + cos 78° 1502 02

Cuestion 11:
.Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

s cos Q0% =0
»sen d5° = sen 2L - -0 _ L=—E
} T 2 N2 ™ 2
o 456 = s 20° _ 4140 _ 2
cos 45° = cos = 5 5
'9[3{’ 1-0 -
1g 45° =t = =1 =1
iy 8 > 1+0

Cuestién 12:
Halla las razones trigonométricas del angulo de 75° sabiendo que
75° = 30° + 45°.
sen 75° = sen (30° + 45°%) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° =
V2 V3 N2 _V2+46

N + _
2 2 2 i

(1]

cos 73°% = cos (307 + 457) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45°

— — — —
N3 2 1 N2 _ V62
2 2 T2 2 4
o iCo '_ + '__|.
[g75° = 19 (30° + 45°) = L3 @7 VIBH1 Ei 33 _
_3+V3 _[3+V3 _9+3+6V3 _
3_14"? 9-3 6
- 1'2+TW =1+ \IE
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noTa: También podemos resolverlo como sigue:

en75° V2+V6 [WZ+V6f 2+6+2vV12
.fq7='1°=‘“”’q _N2Z+N0 _ INZ2+NO6) _ 240+ 2V12
L cos75°  \g_+2 6-2 4
H++’~.‘? (o
= =_?j+*'..|5|
4

Cuestion 13:
Sabiendo que sen x = 3 ¥ que L cx<m, calcula, sin hallar previamente

2
el valor de x:
a) sen 2x b) tg x c) sen [x + 1]
2 6
m X 1Y
d]cos(x—a) e}r:ﬂsz f}tg(x+ 4]
o Tienes gque calcular cos x = — A |1 — (%)2 = —% y lgx= —%, ¥y aplicar las _for-
mielas.



Ejercicios resueltos Matematicas | de 1° Bachillerato

':-i' T . 1]
cosx=-Y1—sen’x =— 1 - % = -3 (Negativo, por ser del 22 cuadrante).
en X
ga= 21X 3
COS X 4
4 24
alsen 2x=2senxcosx =2 - é : (—7) = ——_
B o 25

X _ / l —cosx _
b”gE 1 + cosx

. . . X .
Sieno positivo, pues si x € 22 cuadrante, entonces — e 1= cuadrante.
2

i b i om . m
C)sen |[x + —| = sen x cos — + cos x sen — =
6 6 6

3 £+(_i) 1_3V3-4
5 2 5 2 10
LUCE’JS(I—%]=CE’J&.X‘CE'J&%+.§E‘H‘JLJPH——

e 1L cuadrante.

X ‘;},\/ 1 + cosx ,\jl ,\{ /5 _ 1 V10
e)cos — = = 1Y
2 2 10 10
X
2

*) Signo positivo, porque

Tr) _ lgx+twgmi4 _ -3/4+1  _ 1-3/4

f) g |x + T 1 — tg x ig /4 1 -(-3/4) 1 1+3/4

1
7

Cuestion 14:
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Halla las razones trigonométricas del angulo de 15° de dos formas, conside-
rando:

a) 15° = 45° - 30° b) 15° = 5‘2]
a) sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° cos 30° = cos 45° sen 30° =
V2 3 N2 1 _N6-vV2 _ 5
= = . o -, 2= V= e ITQ
> > > ; 1 0,258819
cos 157 = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =
V2 3 2 1 Ne+2 ;
ol el = 0965926
- _ sen15° N6 -V\2 6+2-2V12
lg 15° = — = — = =
cas 15 V6 + 2 6-—2
_B8-9N3 _ 5 3 - 0267949
4
Ceo_ 300 _ | 1-cos30° _  [1-V32 __[2-V3 _
bl sen 15° = sen > —‘\j > —‘\/ > N5~
V2 -3
= 22— %9 - 0,258819
2
o r s
0 + cos 30° +V3/2 /2 + o
cos 15° = cos 30 =’\j L + cos 30 =’\j L+ N3/2 _ L2+ N3 = (,9659258
2 2 2 4
(2 coa
g150 = N2=V3 _ 0258819 _ 5670401
\||2 + -u,.l? Gigﬁ'"}gZ"ﬂ'H
Cuestion 15:
Si tgo=-4/3 y 90° < < 180°, calcula:
a) sen {% - {1] b) cos (181]” - %) c) tg (900° + 1)
90° < o< 180° — {“’”“H}
coso < 0
Ademas, % e 1£L cuadrante
4
& [0 =——
89773
ok
. 1 =rg3{1+l=l—ﬁ+l='—j—>Lm—ﬂ=i.—>cma=—i
cos® o 9 9 25 2
— 16 i
'sc*noz=\l'l—cc:s-{1=‘\/1—?.= ===
25 25 3

10
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a) sem (E — | = sen = .-:osu!—cmisc*rra= 1- (—i]—ﬂ : ; =—é
2 2 2 ) 5 5

bl cos (IHDD — ?) = ¢cos 180° cos E + serr 180° sen % = —CO8 % =
l+{'ﬂ.50'. l+[%a‘r} 5—3 _

2 10

NS

<) 1g (900° + @) = fg (2 - 300° + 180° + o) = g (180° + o) =
tg 180° + toor 0+ (—4/3) 4

1—1g180° g 1—0 - (—4/3) 3

Cuestion 16:
Sabemos que cos x = —% v sen x < 0. Sin hallar el valor de x, calcula:

a) sen x b) cos (n + x) c) cos 2x
X n X
d) g — €) sen (——x) f) cos (n:——)
2 2 2
cosx =—3/4 . X
3 — x € 3% cuadrante = 5 € 22 cuadrante
senx <0 &
a) sen x V1 — cos? x —4f1 - -\[— 7
B K = — — C J".‘A-
16
%
blcosim+ xX)=cCcOsSMcOS X —SenN MSeN X = —Cosx = =—
4
3 3 O 7 2 1
CICOS2X =COS" X —SeH" XN = — — — = — = —
16 16 16 8
X J 1 — cosx 3 7 =
ditg = =-\|——— =-|—— = — =47
2 1 +cosx 1 -3/4 1
) b1 . T T o 3
elsen | — — x| = 5N — COSX — COS — 5N X = COS X = ——
2 2 2 4
F) cos[t—X) = cos m cos = + sen & sen = = —cos = =
2 2 2 2

- | 1 +cosx | _ 1-3/4 _ 1 _ "\I'E
2 2 5 o

Cuestion 17:

11
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Si fg(o+P)=4 v igo=-2, halla g 2.

- 2+
go+egp 4 gp

tg (o + B) =
g p l—igaigP 1+2igPh

— 4+8igB="2+1gp — Tigh=-060 — fgﬁ=—£—?

Luego:
tg 2B = 2B _ 267 _ -12/7 _ -12-49 _ 84
“s 1—1g” B 1 — 36/49 13/49 7 - 13 13
Cuestion 18:
Sabiendo que tg o =% siendo 0 < a <90 y cos p= —% siendo 90 < B < 180 calcular:
a) sena
b) 1g2p
¢) sen (o+p)
d) tg(f-a)
e) 1g b
2
f) sen ( b_ 2o ]
2
Solucion.
Solucion.
El primer paso es calcular las rezones trigonométricas de o y p que no conocemos.

Seno +
tg o =% siendo 0 < o <90 = o €1° Cuadrante : 1 coseno +
tangente +
Conocido el valor de la tangente se obtienen la secante y. de esta el coseno

tag?o+1=sec? a: seca =+ytag’a+1 =+

Con la secante se obtiene el coseno

e 1 1 2‘;:2\/3

1
—— coSOL = = =
cos o T seca ,ﬁ/ Js S
2

Conocidos los valores del coseno y la tangente se calcula el valor del seno.

25 1 5
5

2 5

sena
taga =
cosa

Isenoa=coso-faga =

12
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Seno +

. I
cos p=—— siendo 90 < B < 180 = «  2° Cuadrante :{ coseno —
tangente +

Partiendo del coseno se calcula el seno y, con el seno y el coseno la tangente.
4

2
senzb-c-coszﬂ-l: smﬂ-tJl—coszb =+ l—(—%) =

Conocidas las razones trigonomeétricas de a y B, se resuelven los apartados del ejercicio

s

a) Sen2a=2sena-cosa=2-—- | —=
5 5 25
1
2tga o 1 4
b) tg2a= 7= 5 =373
g 1_(1) 7
2
C) SCﬂ(G+B)=Sena-cosﬂ+cosa-scnB=£_(_z +2 5 i=
5 5 5 5
-3v5 _8/5 _s5¥s 5
25 25 25 5
1./ 4 1.4 M
iga—tgp 2 | 3) 573 ¢ 11
d) tgla-p)= - _6_1
l1+tga-tgp 1 ( 4 4 2 2
1+—-] —— 1—— sl
2\ 3 6 6

13
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B

1) E—" = Ecos2cz cos - =
2 2

1 —Cos 1+cos
cos a—sen u -2sena-cosa =

> ’+__3.
f ( 5 10'25 \[I_-

6 4 2 25

5v5 55 5 25

il
5

i
5°5

Valw

Cuestidn 19:
Demeostrar la formula:

cosc=sen |x+X
2
Usamos la formula del seno de la suma
" T T
sen(:r: +_] =5ENx-co SE'I'CU s.:r:-sen?=(senx)-ﬂ +(cosx)l =cosx

3. EJERCICIOS DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Cuestion 20:
2senc —sen2o _ 1l—coso
2 seno + sen 2o 1+ coso

Demuestra que

l —cosa

2seno—senlo  lseno—2senccosa  2senaoll —cosa)
1 +cosa

2 seno + sen 2o 2senot+ 2senocoso 2seno (]l + cos o)

Cuestion 21:

14
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.Demuestra que 2ig o - sen” % + sen o = 1g o.
1 — cos
21g o - sen? % +swra=2rga~fa +sen o =
= X () _ cos o) + sen o = sen o (—l — T 4 =
COS L Cos oL
1 — cos o+ cos 1
= 5en o L u] =s5eN Qg — =
COs L COs L
sen o
COS o
Cuestion 22:
2sen o —sen 2o o
Demuestra que = fgl —.
q 2sen o + sen 2o 8 2
2 sen o — sen 2o _ 25en o — 2 5en oL Cos
2 sen o+ sen 2o 2senot 2sen acosa
_2sendo(l —coso) _ l—cosa _ 5 O
2sen ol + cos o) 1+ cosq 2

Cuestion 23:

sen (o + ) _ tga+igh

Demuestra que sen(o—P) ~ tgo—1gP "

& Aplica las formulas de sen (o + ) y sen (o —P). Divide tanto el numerador co-
mo el denominador entre cos o cos [} y simplifica.

sen (0. +PB) _ senocosP+cososenf

sen (0. —P) sen o. cos B — cos o. sen

sen o cos 3 , Cos o sen B
_ cosocosB  cosocos B tgo+igP
sen acosp cos osen B igo—igP

cosoucos B cos o cos B
) Dividimos numerador y denominador entre cos o cos 3.

Cuestion 24:

Prueba que 2ig x cos? % — sen x = Ig x.

_1+cosx

 Sustituy 2 X
Hsliye cos 2 2

15
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— 1 + cosx 5 Fhel & 1 + cosx
= 2 el 2

Y sustituyendo en la expresion:

Como cos

I\Jl:-',

T s , Sen x 1 + cosx :
21igxcos® ——senx =2 3 —sen x =
2 COS X 2

sen x (1 + cos x) —sen x cos x ()

COS X
sen x [1 + cosx —cosx] _ senx _ o
COS X COS X i

*) Sacando factor comun.

Cuestion 25:

Demuesira que cos (.r + %) — COS [x + 2—;) = COS X.

w Desarrolla y sustituye las razones de x YV 2

3 3

COs [.'\' + %) — COS (.X' + 23—]{) =

o | . ) b o - 2: ) . 2r
= |cOs X cos — — 5N X 51l — | — |cos X cos — — sem X sen T =

- [[ms x) % — (sen x) 1\"23 ] — [[m.s ) (—%) — (5en x) W'E:I =

f—

1 i N3 1 ) N3 i
= — COSX— —— SéN X + — COS X + —= Sen X = Co§ X
2 2 2 2

Cuestion 26:

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

Simplifica:
= Al desarrollar el numerador obtendrds una diferencia de cuadrados.

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

2 (cos 45° cos oL — sen 45° sen o) (cos 45° cos o + sen 45° sen o)
cosZ o —sen? o

cos? o —sen? o
e 2 2 fv_.‘ 2 9 > ’ 5
i [(V 2/ 2) cos™ O — (V 2/2) sen< a] _2:1/2cos?a—-2-1/2sen’ o _
cos? oo —sen? o cos? o — sen” o

cos? o — sen? o
= > ) -3
COs= oL — sen- o

Cuestion 27:

16
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. . . sen 2
Simplifica la expresion ﬁ y calcula su valor para o = 90°.
sen 2o _ 2senmocoso _ 2CosO
1 —cos?a sens o 5eM o
e 2 cos 7.
Por tanto, si o =90° — —sen2a _ 2cosa _2°0 _,
1 —cos” o sen o 1

Cuestion 28:

Demuestra que para cualquier angulo o se verifica:

- n
seno+coso= ‘\"zcos(z— )

Desarrollamos la segunda parte de la igualdad:

= IR =l (PO | - ) Y | T
V2 rcos|— — . V2 |cos — cos o + sen — sen o =
4 4 4

V2 V2
— €0S +
5 cOSs O >

Il
<
3]

sen (1) =

|

)1

=2 (cos o + sen o) = (cos o+ sen o) =

l\.u|l

lvllv

= COos O+ sen o
Cuestion 29:

Calcula el valor de la siguiente expresion:
sena-sen(b-c)-senb-sen(a—-c)+senc-senfa->b)

sena-sen(b—c)—senb-sen(a—c)+senc-sen(a—b)=
=sena-senb-cosc—-sena-senc-cosb —senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+
+senc-sena-cosb-senc-senb-cosa=0

Cuestion 30:

Demuestra que cos (a + b) - cos (a— b) = cos? a - sen? b = cos? b - sen’ a.

cos(a+b)-cos(a—b)= (cosa-cosb —-sena-senb)-(cosa-cosb +sena-senb)=
=cos’a-cos’b —sen® a-sen’b

A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:

. cos’ a-cos’ b —sen’ a-sen’b=cos” a-(1-sen’ b) —(1—-cos? a)-sen’b=cos” a —sen’b
. cos’a-cos? b-sen?a-sen’b=cos’ b-(1-sen?a)—(1-cos? b)-sen’a=cos? b —sen’a

4. EJERCICIOS DE TRIANGULOS (TEOREMAS DEL SENO Y COSENO)

Cuestion 31:

17
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- Resuelve los siguientes triingulos:
a)a=12cm; b=16cm; ¢ =10 cm
b)b=22cm; a=7cm; C =40°
ca=8m; b=6m; c=5m
db=4cm; c=3cm; A =105°
e)a=4m; B=45°y C =060°
Db=5m; A=C=35

a)sal=h2+c2_2bccos A

10 cm

122=162+102-2-16- 10 cos A
144 = 256 + 100 — 320 cos A

256 + 100 — 144
320

= 48° 30' 33"

A

cos A = 0,6625

A
e bh2=g2+¢2_2accosB
256 = 144 + 100 =2 - 12 - 10 cos B

cos B = 144+ 100 — 256
240

B = 92°51' 57,5"

= —0,05

e A+B+C=180° — C=18-A-BR
C = 38° 37' 295"

b) e ¢? — 2ab cos C

I
=

I

c2=72+222_2-7-22 cos 40° =

= 40 + 484 — 235,94 = 297,00

7 7.2
.4 __c N ; _ 17,24

sen A sen ¢ sen A sen 40°

- 7 sen 40°

sen A = — =0,26
17,24

)]

- Ay =15° 7' 443"
A, = 164° 52' 15,7" — No valida

(La solucion A, no es valida, pues A, + € > 180°).

e B=180°— (4 +C) = 124° 52' 157"

18



)eal=b2+c2_2bccosA
64=30+25-2-0-5cos A

= 56+2‘3—64= -
cas A ) 0,05

A=1902°51 575"

e hi=gl+c¢cl—-2accos B

3=64+25-2-8-5cos B

m_ 04+25-_30 _ e
cos B= ———o—=— = 0,6625
B = 48° 30" 33"

e C=180°— (A + B) = 38° 37' 20,5"
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A

(nvota: Compdrese con el apartado a). Son tridngulos semejantes).

dyeaZ=ht+c2-2bccos A=

=16+9—-2-4-3 cos 105° = 31,21

a=559m
a b

L — =

sen A
559 _ 4

sen 105° wen g

sen B

sen B = & = (,6012
5,59
s [Bi=43°43 253
136° 16' 34,7"

ub:"
II

B

— No vilida

(La solucién B, no es vilida, pues A‘z - Ez > 180°).

o (' =180°—(A+ B)=31°16' 34.7"

c)eA=180—-(B +C)=75°

pe b
. —— = —
sen A sen B
4 _ b
sen 75°  sen 45°

4 - sen 45°
b=—"T22 -203m
sen 75

o4 __ N o
senAd sencC sen 75°  sen 60°
4 - sen 00° -
€= ————=359m
sen />
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fe B=180—-(A+C)=110°

h e, 3 a
- = =

— - — =
sen B sen A sen 110° e 5‘"3

& . e 2EO
= ﬂ = 5"[}:,. m
sen 110°
sComo A=¢C — a=c¢ — c= 305 m
Cuestidn 32:
.Un barco B pide socorro y se reciben sus senales en dos estaciones de radio,
A v C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes

angulos: BAC= 46 y BCA = 53°. ;A qué distancia de cada estacién se encuen-
tra el barco?

B = 180° — 46° — 53° = 81°

B
46° 53 °
| C
50 km
a b en A 50 - sen 46°
B — = _ 5 g=-bsend _ 50 ser —— = 30,4 km
sen A sen B sen B sen 81
c b sen C 50 - sen 53° :
. == — — C= b Sens - ———— = 40,4 km
sen C sen B sen B sen 81

Cuestion 33:
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Para hallar la altura de un globo, realizamos las medi-

= ciones indicadas en la figura. ;Cuanto dista el globo
1¢J del punto A? ;Cuanto del punto B? ;A qué altura esta
, ke el globo?

H

-
AGB = 180° — 72° — 63° = 45°

b 20 20 - sen 63° _ 252 m

- — — b= =
* sen 03° sen 45° sen 43°
a 20 20 - sen T72°
= — _} = T = 26’
* sen 72° sen 45° “ sen 45° 9 m
o sen 75° = = = 'f- — x=252-sen75° =243 m
b 252

Cuestion 34:
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En un entrenamiento de fiitbol se coloca el balon en un punto situadoa 5 m
vy 8 m de cada uno de los postes de la porteria, cuyo ancho es de 7 m. ;Bajo
qué angulo se ve la porteria desde ese punto?

1 (porteria)

bh=7m

c=5m

f=8m

B (balon)

Aplicando el teorema del coseno:

bi=gl+ci-2ac-cos B —

al+ci_ b2 _ 8+52_72

— =05 — B=060
2ac 2-8-5

— cos B =

Cuestidn 35:
Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un angulo
de 127°. El primero sale a las 10 h de la manana con una velocidad de 17 nu-
dos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con una velocidad de 26 nudos. Si el
alcance de sus equipos de radio es de 150 km, ;podrian ponerse en contacto
a las 3 de la tarde?

(Nudo = milla / hora: milla = 1 850 m)

La distancia que recorre cada uno en ese tiempo es:

Barco A — PA=17-1850m/h-5h=137250m

BarcoB — PB=26-180m/h-35h=168350m
Necesariamente, AB > PA y AB> PB, luego:
AB > 168350 m

Como el alcance de sus equipos de radio es 150000 m, no podrin ponerse en con-
tacto.

(voTa: Puede calcularse AB con el teorema del coseno —  AB = 2914327 m).
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Cuestion 36:

Prueba que solo existe un tridngulo con estos datos: b = ﬁ m, a=1,5m, A =60°
¢Existe algiin triangulo con estos datos?
C = 1357, b-S\E cm, ¢=3cm

2 —

=ht+c?—-2bccos A B

.
2

_-T.—’=[\|'h 2+c-’—2\'€ ¢ cos 60°

(=

a=15m

m A b=+3m

La ecuacion de segundo grado solo tiene una raiz. Solo hay una solucion.

(nvoTa: También se pueden estudiar las dos soluciones que salen para B con el

teorema del seno y ver que una de ellas no es vilida, pues quedaria
A+ B> 180°).

* Podemos resolverlo con el teorema del coseno, como antes, o con el teorema
del seno. Resolvemos este apartado con el segundo método mencionado:

b 3 C 5\"_2 _ 3
— = — - S ——
sen B sen € sen B sen 135
3\"5501: 135°

— sen B = ~V2sen135°=1 — B=00°

3
Pero: C + B = 135° + 90° > 180° ilmposible!
Luego la solucion no es vilida y, por tanto, concluimos que no hay ningun
triingulo con esos datos.

Cuestién 37:
Resolver los siguientes triangulos:

i b=57 ¢=100 A =57° Se conocen dos lados v el angulo comprendido entre los dos.
Aplicando el teorema del coseno se calcula el lado que falta.
a2 =b24+c?—2bccosA a=vyb2+c?—2bccosA =+/57% +1002 —2.57-100cos 57 = 839

Conocidos los tres lados, se calcula uno cualquiera de los angulos que faltan por el teorema del
coseno.

a’+c?-b?  (839)° +100” —577
2ac 2-839-100
cos B = 082 = B = arccos 0'82 = 34'7°

b2 =a?+c?-2accosB=>cosB =

=082
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Conocidos dos angulos, el tercero se saca como diferencia hasta 180°.
A+B+C=180 (:-180—(A+1§)-180°—(100°+34'7°)-45'3°

ii. b=57 ¢=100 B=57° Conocidos dos lados y el angulo contiguo a uno de ellos. Lo
primero es saber si el tnangulo tiene solucién. Para ello aplicamos el teorema de seno a
los datos. y despejamos el seno del angulo que nos falta.

b MG sené-%scnﬁ-%sm57°-l'47>l$Notienesolucién

senB senC

iii. a=7b=17 B=76° Conocidos dos lados y el angulo contiguo a uno de ellos. Lo
primero es saber s1 el tnangulo tiene solucién. Para ello aplicamos el teorema de seno a
los datos, y despejamos el seno del angulo que nos falta.

b - o . y
= san=isan=—sen76°=O'40<1=>Txcnesolucnén

sen;\_sené b

Como ademas %<l,lasoluci6nesimica,ycléngulo A es agudo.

sen A = 0'40 A = arcsen 0'40 = 23'5°

Conocidos dos angulos, el tercero se calcula como diferencia hasta 180°
A+B+C=180 C= 180—(A +B)= 180°—(23'5°+76°) = 80'S

El lado que falta se calcula por el teorema del seno.
b c senC sen 80'5°
= c=b =~ =17 —

= = =173
senB senC sen B sen 76°

iv. a=12, b= 15, c = 18. Conocidos los tres lados, los dos primeros angulos se calculan por
el teorema del coseno, y el tercero por la suma de angulos.

= b2ic?-a? 1574182127

a2 =b?+c?-2bccosA CosA = =—045 A=1167°
2bc 2-15-18
2 ER. . S 2 S, .
b2 =a?+c?—2accosB I e i i W
2-a<c 2-12-18
Conocidos dos angulos, el tercero se calcula como diferencia hasta 180°
A+B+C=180 C =180~ (A + B)=180°~(1167°+55%8°) = 7'5°
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V. A =30°,a=15,b=20. Conocidos dos lados y el angulo contiguo a uno de ellos.
Lo primero es comprobar s1 el tnangulo tiene solucion, para lo cual se aplica el teorema del seno a

los datos que nos dan, despejando el seno del angulo que se desconoce, en este caso sen B

B L z senﬁshsen.&-ﬂsen30°-0'67<l El tnangulo tiene solucion
senA senB a
. A<l -
Teniendo en cuenta que ;scn la solucién es doble. es decir el angulo A puede tomar
b>a

dos valores, uno agudo (B) y otro obtuso (B') que son suplementarios.

sen B = 0'67 = B = arcsen 0'67 = 41'8°
B'=180-B =180—-418 =1382°

Con A y B se calcula C, con A y B' se calcula C'.
é=180—(A+1§)=180—(30+41'8)=108'2°
¢'=180-(A + B')=180-(30+1382) = 118°

Con C se calculac y con C' ¢’ mediante el teorema del seno. aplicando entrea y c.

a. _ c- g c_ascn(.:_lssen1082°_28,5
sen A senC sen A sen 30°

- 2 = e e n i
senA senC' sen A sen 30°

Obteniéndose los siguientes tnangulos:

B=4rge
B'=1382°
o= y\\\
A 5 =118
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B=95°.b=12, c = 10. Conocidos dos lados v el angulo contiguo a uno de ellos.
Como el angulo conocido es mayor de 90° (obtuso), el triangulo tendra solucién y sera inica, con
la condicién de que el lado opuesto al angulo conocido (b) sea mayor que el lado contiguo (c).

Vi.

b(12)=c(10)
Aplicando el teorema del seno:
b___< senC=SsenB=12sen95 =083
senB senC b 12

C = arcsen 0'83 = 56'1°

Conocido C se calcula A mediante la suma de angulos.
A =180-(B+C)=180-(95+56'1) = 28'9°

El lado que falta (a) se calcula mediante el teorema del seno.

a___ b a—pXRA _ 5028 o
sen A senB sen B sen 95°

vii. b=80, A=15°. B=30°. Conocidos dos ingulos y un lado.
Mediante la suma de angulos se calcula el angulo que falta ({3)

¢ =180-(A +B)=180-(15+30)=135°

Conocidos los tres angulos y un lado, con el teorema del seno se calculan los lados que faltan.

b A 15°
i 2 a=b 22 g0 414
sen A senB sen B sen 30°
- (]
b.. _ c‘ =bsm€?=sﬂsen135 ~113'1
senB  senC sen B sen 30°

viii. a=40. B=45°. C=75°. Conocidos dos angulos y un lado.
El angulo A se calcula como diferencia hasta 180°.
A= 180-(B+c)- 180—(45+75)=60°

Conocidos los tres angulo y un lado (a). los restantes lados se calculan con el teorema del seno.
utilizando en ambos casosay A.

a b sen B sen 45°

— = = b=a — =40 =32'7
sen A senB sen A sen 60°
o

a—= 5 = se:n?=4oscn75 - 44'6
senA senC sen A sen 60°

Cuestion 38:
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Calcular la altura de un repetidor de TV ubicado en la cima de una montafia sabiendo que
desde un punto alejado del pie de la montaiia la base y el vértice del repetidor se ven bajo unos angulos de
66° y 70° respectivamente. S1 nos alejamos de esa posicion en linea recta 12,5 m el vértice ahora lo vemos
bajo un angulo de 67°.

Solucion.

Con la informacion del enunciado se
pueden obtener una sene de tnangulos,
rectangulos y oblicuangulos, en los que calcular
todos los angulos inicamente con la condicion de
que la suma de angulos es 1gual a 180°.

+—125m—

- a1 Es suplementanio al angulo de 70°.
a;=180—-70=110°

- a. Como diferencia de angulos
oy =70 — 66 = 4°

- ata: Complementanio al angulo de 66°.
a3 =90—-66=24°

- ots- Suplementario a ;.
oy =180 -24=156°

- ats- En el tnangulo BCD: a; + a4 + a5 = 180°
as= 180 — (4 + 156) = 20°

- otg- En el tnangulo ABD: 67 + a; + as = 180°
as =180 — (67 + 110) = 3°
Una vez conocidos todos los angulos, el problema se

resuelve mediante dos triangulos oblicuiangulos que
comparten un lado como muestra la figura.

En el tnangulo I se calcula a mediante el
teorema del seno.

a d sen A
— = - a=d ——
sen A senD sen D
L]
a—125- 5287 59
sen 3°

Temiendo en cuenta que a = c, en el tnangulo
IT se calcula h con el teorema des seno.
h‘ _ c_ h_c.sen§
sen B sen C sen C
L

4
h=220—22 +377Tm
sen 156°

Cuestion 39:
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Calcular la distancia entre dos puntos maccesibles (X e Y) s1 desde dos puntos, A y B que
distan 210 m, se observan los puntos X e Y bajo las visuales que muestra la figura.

- -
L 7
A 25° 35 B

Solucion.

Lo primero es seleccionar un tnangulo donde este la longitud pedida. uno de ellos puede ser el
BXY.
X

Para calcular d, necesitamos conocer x e y, que localizamos en
otros triangulos donde tengamos mas datos.

e x se pude calcular en el tnangulo ABY aplicando el teorema del seno.

25°4+80°+Y =180° Y =75°

b4 210 sen 25°
= x=210
sen 25° sen 75° sen 75°
Xx=92m

* v se puede calcular en el tnangulo ABX

X
75943594 X =180° X =70°
t 4 210 750
. 2~ x =21022
2ok sen75° sen 70° sen 70°
& 210m 37\ g x~216m

Conocidos B . xe y se calcula el valor de d mediante el teorema del coseno.

da? =x? +y2 -2x-y-cosé

d=+922 +2162-2.92-216-cos45° ~164m
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5. EJERCICIOS DE ECUACIONES Y SISTEMAS TRIGONOMETRICOS

Cuestion 40:

Resolver las ecuaciones trigonometricas:

sen[x t+ %J 3

2
Sol:
V3 sen 60°
2 senl20°
x +45° =600 X, =152+360° k
x +45°=120° X, = 79°+360°k
Cuestion 41:

3sen?x —5Ssenx+2=0

Sol:

5+25-24 5%1
= _

6

senx =

sen x =1 x =90°+360%

2 41°48'37" +360°%
sen X = — 5 =

3 138°11'23" +360°

Cuestion 42:
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os2x = 1+ dsen x

Sol:

cos’*x —sen’x =1+4sen x
l-sen?x-sen®x =1+4senx
2sen®*x+4senx =0

senx =0

25mx[5mx+2}=ﬂ=>{
senx+2=0

x, = 0°4+360%
X =arcsenl =

x, = 180°4360°k

x =arcsen(-2) Sin solucion

Cuestion 43:

tg 2x = -lg x
Sol:
2tg =
— = =X
1-tg° = g

tgx(tg"‘x —3]=D
tgx=0 ¥ =0°+180°%

tgx = 3 {x:60°+180"k

X =120°+180%%

Cuestion 44:

\5+1

Senxt+seny =

2
J3-1
senx-—-seny =
2
Sol:
Por reduccion:
€, +e, ?2senx =+3 senng

Cuestion 45:
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% =0°+180%k

x =60°+360%%
¥ = 120°+360%
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SEeNXCOSY +Cos X seny =1
1senx-cosy—m5x-seny=%
Sol:
sen(x+y)=1
i 1
sen(x—yj_i
(% +y =90° 2x =120°+360%
4 ¥ =60°+180%
% -y =30° y =30°+180%
[ x +y =90° 2x =240°+360%
1 ¥ =120°+180%%
| % -y =150° vy =—-30°+180%
Cuestion 46:
2tgx -3cotg x-1=0
Sol:
Etgx—i—1=ﬂ 2" x-tgx-3=10
g x
1+y1+24 1+5
tg)(: =
4 4
tg X =g x =56°18'35"+180%
tgx =-1 X =135°+180°%
Cuestion 47:
cos? x —3sen’x =0
Sol:
1-sen’x —3sen’x =0 1 -4dsen’x =0
1 1
sen‘x = — senx = +=
4 P

1 [ %, = 30°+360°k

X = aresen s 2%, = 150°+360°k

« — arcsen|_ L) o [Xs =210°+360°k
- 2 X, =330°+360°k
Cuestion 48:

2 Zz 1
Sen’x - cos* x = =

Sol:

1 1
senzx—coszxzi coszx—sen"’x:—i COS2X = —

oy 120"+360“k:} [ 60°+180°%
~ |240° +360°% 120°+180°%
Cuestion 49:
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senZx = oos 60°
Sol:

senZx = cos 60°

2x =30°+360°%
2x =150°+360%

Cuestion 50:

2cosx = 3lg x
Sol:

3senx
COS X

2C08X =

2 (1 - senzx) =3senx

Ejercicios resueltos Matematicas | de 1° Bachillerato

1
Sen2x = —
2

x =15°+180%%
X =75°+180°%

2cos’ x = 3senx

?2-2sen’x =3senx

2sen’x +3senx -2=0

—3id§+lﬁ _ -3x5

5enx =
4 4
sen x — 1 L% =30°+360%
"2 |, =150°+360%

sen x =—2 Sin solucion porque -1 <senx <1

Cuestion 51:

Resuelve estas ecuaciones:

a)2cosix+cosx—-1=0

igilx—tgx=0

b) 2sen®*x—-1=0

d) 2sen’x + 3cosx=3

. —1+VN1+8
a) cosx = i

-1+3 — /2 = x = H0°, x, = 300°
4 T~ -1 = x,=180°

Las tres soluciones son vilidas (se comprueba en la ecuacion inicial).
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2 7 E
b)2sen-x—-1=10 %SE‘H‘I=—1 —}SEII.X'=1L._=i1HI—
2 \?2 2

I
-

|
o
'
. =]
o

I
-
b
o

o

s 5 senx=

V2 _ ; _
s 51 senx _T- - X = —45% = 315°, Xy = 225°

Todas las soluciones son vilidas.
Otgix—tgx=0 - tgx(fgx-1)=0 —
igx=0 — x, =0° x,=130°
gx=1 — x;=45° x;=225°
Todas las soluciones son vilidas.
d)2senx+3cosx=3 B2(1-cos2x)+3cosx=3
) Como senx+cosix=1 — sen‘x=1-cos*x
2_2costx+3cosx=3 = 2cosix—3cosx+1=0

3+V9-8 _ 3

+

1

_—1
T~ 1/2

| 14

cosx =

Entonces: # 5i cosx=1 — X, = 0°

I\.lli—'

— x, = 00°, X, = —60° = 300°

* 50 cosx

Las tres soluciones son vilidas.
Cuestion 52:

. Resuelve:
a)4cos 2x+3cosx=1 b) tig 2x + 2cos x =0
C) V2 cos (x/2)-cosx=1 d) 2sen x cos*x—6send x =0

a)dcos2x+3cosx=1 - 4(cos’x—sen’x)+3cosx=1 -
— 4(cos?x—-(1—-cos?x)+3cosx=1 = 4(2cos?x-1)+3cosx=1 —

— 8cos*x—4+3cosx=1 = 8cos’x+3cosx-5=0 —

—3+V9 + 160 _ —3+13 _ _— 10/16 =5/8=0,625
16 16 ey

—>» COS X =
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* Si cosx=0,625 — x, = 51° 19" 4,13", X, = —51° 19" 4,13"

e 5 cosx=-]1 — Xy = 180~

Al comprobar las soluciones, las tres son vilidas.

‘} .
bitg 2x + 2 cosx=0 — '{—q?+2cm‘x=(} —
I —ifg-x
18 Y 4cosx=0 > BRXJOEE___ 4 oo ey —
1 —1g=x 1 — (sen- x/cos- x)

560 X COS X
—3 - - +ecosx =0 — senxcosx + cosx [f:m'l X — sen’ xy=0 —
COS= X — sen- x

—s cosx(senx+cosix—senx)=0 — cosx(senx+1—senx—sen-x) —

— cosx(l+senx—2senix)=0 —

cosx =10
? 5 —1+V1+8§ F_,,..-r—l,-“E
+ ¢ . = 4 - = Yy - = —
{l senx—2sen-x=0 — senx 3 1

e 5Si cosx=0 — x =90° x,=270°
e 5 senax= —% — Xy = 210°, X, = 330° = 307
*5i senx=1 — x5 =90°=x,

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son vilidas.

X 1+ cosx
c)\Ecm‘T—cm'x=l — ﬁ\/f —cosx=1 —

—Vl+cosxy —cosx=1 = Vl-cosx =1+ cosx —

- l+cosx=1+cosix+2cosxy —= cosix+cosx=0 — cosx(cosx+11=0

*5Si cosx=0 — x =90° x,=270°

* 5 cosx=-1 — Xy = 180~

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las tnicas vilidas son:

x; =90 y Xy = 180"

d)2senxcosix—0send?x=0 = 2senx(cosix—-3senix)=0 —

— 2senx(cosix+senix—4senix)=0 — 2senx(l—4sen?x)=0

e 5 senx=0 — x, = 0°, x, = 180°

. 1
* 5 SE?HE."L’= I — Senx =z

I\.lll—-

= X3 = 30°, x5 =150° x5=210° x4z = 330°

.=
Comprobamos las soluciones y observamos que son vilidas todas ellas.
Cuestién 53:
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Escribe, en radianes, la expresion general de todos los angulos que verifican:

a)igx= —‘«."g b) sen x = cos x
c) senx=1 d) sen x = ig x

a)x=120°+ k- 360° obien x=300°+ k- 360°

Las dos soluciones quedan recogidas en:

x=120°+ k- 180° = ETH +bkanrad=x con ked
byx= % +knrad con ked

. n
C)Si senx=1 - x= = + 2k 1 rad

-2 x= +knrad con kel

[\JI:

. in
Si semx=-1 - x= T + 2k rad

d) En ese caso debe ocurrir que:

O bien senx=0 — x=kmnrad l
— x=knrad con ked
O bien cosx =1 — x=2knrad J

Cuestion 54:

Resuelve los siguientes sistemas:

3) x+sen’y=2 o COsX+cosy=1
x+cosfy=1 cos (x+y)=1
3 m
S.F_'ru.ch-r.:rt:~5y=I X+J’=E
b) 1 d) c
5 - 5en X +s5eny=———
€os X s.:—:'nj..f-‘:1 Yy 3

Las soluciones de los sistemas quedan:

2., _
a) x +sen y—2} - Sumando ambas —2x4+1=3 =

X +cos’y =1 ecuaciones:

seny=1= seny=+1 = y:% y==

b) senx.cosy = & 3 N
umando ambas

ecua?:iones ob?enemos: =sen(x+y)=1=x+y=90° = x=900°y

cos x-seny =

Al bW

Sustituyendo enla 1 ecuacion: sen (90°-y)-cos y :% = cos’y :% = cosy = iﬁ

= |y =30% x=60° ||y =150° x =300° || y =210° x =240° || y =330% x =120°|
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C) cosx +cosy =1 De la 22 ecuacién _ a
cos (x +y)=1 } obtenemos: =>x+y=0°= x=-y
Sustituyendo enla1® ecuacion: cos(—y)+cosy =1 = 2cosy =1

1 y —60° | [y =300°
= COSY =5 = | x-300°| | x =60°

— Q
d) x+y =90 J =90°x
==

sen x +seny = % Sustituyendo enla 2% ecuacion
senx+sen(90°—x):§ = 2csen45°-cos{90°—x):§

V3 y =75° y =15°

[ SRV NE el _ °0_12N0° A _ 0_ [¢] 2

= cos(45°-x) 5 = x-45°=30° 6 x-45°=330° = = 159 o) " — 750
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