Ejercicios resueltos Matemadticas | de 12 Bachillerato

EJERCICIOS RESUELTOS

UNIDAD 8: NUMEROS COMPLEJOS

Ejercicio 1:

Resuelve las siguientes ecuaciones, y expresa sus soluciones como numeros
complejos.

a) 3x)—3x+2=0 b) x> —x+1=0
a) 3x*—3x+2=0

IRERRIEL
3+./9-4.32 3415 . ==t
X = — 3
6 6 IRAEL

N | —
o

b) x>’ —x+1=0
C1443i
1401 113 =T

X = = — <

2 2 C1—43i

Ejercicio 2:
De los siguientes niimeros complejos:

3+2i, —y3 +54, 24, 7, 0
a) ;Cudles son niimeros reales? Ponlos en forma binémica.
b) ;Cuadles son imaginarios?
¢) ;Cudles son imaginarios puros? Ponlos en forma binémica.
d) Escribe el opuesto de cada uno de ellos.
e) Escribe el conjugado de cada uno de ellos.
a) 7=7+0i y 0=0+ 07 son nimeros reales.
b) Los nimeros imaginarios son 3 + 27, —J3 +5i y 2i.
c) 2i=0+ 2/ es imaginario puro.
d) El opuestode z2=3 + 27 es —z=-3 - 2i. El opuesto de z=—y3+5i es —z= 3 —5i.
El opuesto de z =27 es —z=-2i. El opuestode z2=7 es —z=-7.

El opuesto de 2=0 es —z=0.

e) El conjugadode z=3 + 2/ es z=3-2i. El conjugado de z=—y3+5/ es z=—y3 —5i.
El conjugado de z2=27 es z=-2i. El conjugadode z=7 es z2=7.
El conjugadode z=0 es z=0.
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Ejercicio 3:

Representa graficamente los siguientes nimeros complejos y di cudles son reales, cudles son ima-
ginarios y, de estos, cudles son imaginarios puros:

5365 3+ %i; —5i5 75 {34 05 =1 —is =73 4i
Si llamamos:

) 1 ) )
z1=5-3i z2=3+%z z3=-)i
z4=7 Zs5 =3i 25=0
Z7=—1—i ZS=—7 Zg=4f.

£
zslozz
ZS_ z() :24
z7
+Z1
r2’3

Son reales z4, 25 y zg. El resto son imaginarios. Son imaginarios puros z3, 25 y zo.

Ejercicio 4:

Obtén un polinomio de segundo grado cuyas raices sean 27 y —y27.
P() = (x = y24) [x = (=2 )] = (x = ¥22) (x + Y2 0) = x> = (21) 2 = 52 —(=2) =x% +2
Ejercicio 5:

Efectia las siguientes operaciones y simplifica el resultado:

a) (6—5i) + (2—7) — 2(=5 + 67) h) 4+4i
-3 +5z2
b) (2=37) — (5 + 4) + L (6 — 41) i) 2+E
2 -2—1
O B +24) (4—2i) ) ;:Z
d) (2 + 3i) (5 — 67) k)%
e) (—i+1) (3-24) (1 +37) ) 6—3(5+£f)
5
2+ 4 (=39)%(1-25)
b G2 m) 2427
1—47
8 3+
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) (6-5)+(2—7)—2(-5+6])=6-5i+2—i+10—12i=18— 18;
b) (2—3i)—(5+4z’)+%(6—41’)=2—3i—5—4i+3—2i=—9z’

) B+2) (4-2)=12—6i+8i—4i*=12+2i+4=16+2i
d) 2+3)(55-6)=10-127+15—18i2=10+37+ 18 =28 + 37

e) (~i+1)(B3=2)(1+3)=(37+22+3-2) 1 +3)=(3-2-50) (1 + 37) =
=(1-5) 1 +3)=1+3/—5/—152=1+15-2i=16-2;

[) 2+4i _ 2+4)(4+20)  8+4i+16i+8i° | 20i _20i _,
4-2i (4-2i)(4+2i) 16— 442 16+4 20

y 1-4i  (1-4)B-9) _3-i-12i+4* 3-13i-4 _-1-13i -1 13,
& 350 T (3+)(B-)) 9_ 2 9+1 10 1010
hy 4+4i _ (4+4)(B3-5) _ -12-20i-12i-20:* _ -12-32i+20 _

—3+5i  (-3+5i)(-3-5i) 9254 9+25
_8-32i_8 32._ 4 _16.

1= A

34 34 3417 17
p o+i_ G+i)(2+]) _-10+5i-2i+i* _-10+3i—1 _-11+3i _~-11 3

—1

—2—i (2-4)(2+i) 4+1 - 5 5 5 5
gy 1+5i (150 -4i) _3-4i+151-207 _3+11i+20 _23+11i _23 11,
V33 4i T3 4) (B—4i) 9_167 9416 25 25 25

W 4=2i  U=20()  -4iv2i | 4 o5 5y,
z i (i) 1

) 6—3(5+lz’):6—15+£i=—9+éi

5 5 5
) (302(1-2i) 92 (1-2i)  —9(1-2i) _ —9+18i _(9+18)(2-21) _
(2+20) (2+24) (2+20) (2+20) (2+2i)(2-2i0)
_—18+18i+36i—36i* _ —18+54i+36 _ 18+54i _ 18 54, 9 27,
4 — 442 4+4 8 8 8 4 4
Ejercicio 6:

Calcula x para que (25— x7)? sea imaginario puro. (Ayuda: desarrolla (25 — xi)? e iguala a cero
la componente real).

(25 — xi)? = 625 + x%i% — 50xi = (625 — x2) — 50xi
Para que sea imaginario puro:
625-x2=0 — x*=0625 — x=1+625 = +25

Hay dos soluciones: x; = =25, x, = 25



Ejercicios resueltos Matemadticas | de 12 Bachillerato
Ejercicio 7:

:Verdadero o falso?
a) Los médulos de dos niimeros complejos opuestos son iguales pero con signos distintos.
b) Los médulos de dos complejos opuestos son iguales.
¢) Los médulos de dos complejos conjugados son iguales.
d) Los argumentos de dos niimeros complejos opuestos difieren en 180°.
e) Los argumentos de dos niimeros complejos conjugados son opuestos (00 y —01).
f) El argumento de cualquier niimero real es 0°.
g) El argumento de los nimeros reales negativos es 180°.
h) El argumento de un imaginario puro es 90° o 270°,
a) Falso. El médulo de un nimero complejo no nulo siempre es un niimero positivo.
b) Verdadero.

Si z=a+bi > —z=—a—-bi > |—z|=\/(—a)2+(—b)2=x/a2+bz=\z|
c) Verdadero.

Si z=a+bi = z=a—bi - |z|=Va*+(=b)2 =\ +b*=|z|

d) Verdadero. Podemos verlo en el grafico siguiente:

Z

1 180°

“ 1807

e) Verdadero. Podemos verlo en el grafico siguiente:

|

f) Falso. Solo los niimeros reales positivos tienen argumento 0°.

g) Verdadero, porque sus afijos estdn en el eje horizontal negativo que forma 180° con el eje horizontal
positivo.

h) Verdadero, porque su afijo estd en el eje vertical que forma 90° con el eje horizontal positivo, en el
caso en que la parte imaginaria sea positiva, y 270° en el caso en que la parte imaginaria sea negativa.

4
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Ejercicio 8:

Escribe en forma polar los siguientes niumeros complejos:

a) 1+ 3 b) V3 +i c) —1+1

d 5-12; e) 37 f) -5

a) 1+43i=2¢ b) V3 +i=25 ¢) —l+i=42135
d) 5-12i=13,95 57 e) 3i=39¢ f) =5 = 5,g0°
Ejercicio 9:

Escribe en forma binémica estos nameros complejos:

a) 5(z/6) rad b) 2y35- €) 2495

d) 32400 €) 5180° £) 499
_ T ienE)os(¥3 1) 543, 5,

a) S(n/6)—5(5056+”m 6)_5(2 +12)— R

b) 235 =2(cos135°+z'senl35°)=2(—£+z’%)=—\/§+ J2i

2
C) 249502213502—\/§+\/§Z‘

B o o _af 1 .43\ 3 343,
d) 3,400 =3 (cos 240 +zsen240)-3< 5 22)— 5 5

e) 51g0° = >
£) 49q0 = 4i

Ejercicio 10:

Escribe en forma binémica y en forma polar el complejo:

z = 8(cos 30° + 7 sen 30°)

2:83Oo:8(cos3O°+z'sm30°):8(§+z’%)= Sf +%i:4«/§+4z’
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Ejercicio 11:

Efectiia estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma binémica:

a) 1y50- + 530 b) 645-: 3150
C) 210° . 140° . 370° d) 5(27:/3) rad * 160°
e) (1-43i)° f) 3 +27) + (-3 +2i)

a) 1ys00-5300= 31800 =—>

b) 6450:3150 =230 =2 (cos 30° + i sen 30°) = 2(%”5) 3+i

©) 210014003700 =06120° = 6 (cos 120° +7 5en 120°) = 6(—3+zﬁ)=—3 3y3i

d) Seﬂamd:1600=51200=1600=560a=5(ms60°+z'sm60°)=s(%+i§)=% 243
e) (1-131)°=(2500)> =32 500 = 320r = 32 (cos 60° + 7 sen 60°) = 32(% £) 16+1643i
f) 41‘24903

Ejercicio 12:

Determina la expresion polar de los numeros complejos
representados.

Z
Z;
Zi—=>r=+2"+3 =413 1
3 1
tgo = ? — =56"18'35,8" 7, =(2,3) =V13 15358
= r=\(=1)+2" =
2 o o
tgo = : - &6(90'180)> o = 116°33'54" Zzz(_],z):\/§116°33'54"
Ejercicio 13:
Expresa en forma polar.
a) 2+ C) _i-|-li e) —4i
2 2
b) —2 —j d) 2 —J/3i f) 12
a) 2+i= \/Eza°33'542" d) 2— \Ef = \/731@’53'36,2”
b) —2—i = \/§205“33'54” e) —4i =4
) _l+l;:£ f) 12=12
2 2 2 35
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Ejercicio 14:

Expresa estos numeros en formas binémica y trigonométrica.

a) Tixpe Q 2.
3
b) 3,40 d) 3;:
2
1 3 ,
a) lyp=|—— ——|=(cos 120° + i sen 120°)
2 2
3 33
D) 3o = [2, 2} = 3 (cos 240° + i sen 240°)
Q) 2. = [1, ﬁ] = 2[c051+f seni]
3 2 3 3

d) 3;. =(0,3)= 3[c0537ﬂ+f sen%]

Ejercicio 15:

Dados los nimeros complejos:

Z) = 23 Z, = cos 60° + i sen 60° Z3 = 25_1T
4
calcula.
a) Z1+ 2 C) Z3+ 73
b) %+ 23 d) (21)2 <73
2y = 2300 Zy = ]600 e 22250
a) 2300 * 1600 — 290° C) 22255 . 22250 —_— 44500 p— 4900
2
D) 23pr - 2135 = Aese d) (230)" - 13000 = e + 13000 = 4o
Ejercicio 16:

Dados los numeros complejos:
Zy =T z, =3 [cos (—30°) 4+ i sen (—30°)]

calcula.
, =
Z (z7)° - 2,
a) il b) —
22 22
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Zi = lye Zy = 333¢°
2
Toiee . 1 (i) 33 L laoe *330r . 3450 1
a) = b = = = lor
3330 3oaer 3330 3350 3350
Ejercicio 17:

Dados los nimeros complejos:

Z1 = 433p° Z,=cos 120° + isen 120° Zz=1—i
calcula.
a) (z)° b) (z,)° o) (z3)*-Z3 d) (z)*- 22
7y = 4330 Z =l Z3 = \/5315"
a) 4330) = 16660 = 16300°
b) (11,0)° =

(
( 0°
9 (V2 s ) N2 =4 N2 a5 = 42 1305 = 432 0
d) Gyl - Tosr = 1660 - Tosr = 16000 = 16150 = —16

Ejercicio 18:

Resuelve esta operacion.
[16 (cos 60° + i sen 60°)] « (2510:)"

[] 6 (COS 600 + fseﬂ 600)] . (22100)4 — 1660” . 16840“’ — 2569000 — 256]800
Ejercicio 19:

Calcula las siguientes raices.

a)  3isee C) J—i
b) 3—27 d) J—=1+i
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a) 3o

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del modulo: \E

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

150° +0 - 360°

Sik=0—8 = 750
5
150° 4+ 1- °
Sik=1-p, = 20 +2 3607 _ gse

Por tanto, las raices son v 3 752y V' 3 255,

b) =27 =27

El modulo de las soluciones seré la raiz cdbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

~180°40 - 360°

Sik=0-0, = 60°
3
180° + 1- 360°
Sik=1-8, = T —180°
3
180° + 2 - 360°
Sik =28, = +3 — 300°
Por tanto, las raices son 34, 31800 = —3 Y 33000

4 .
c) N—I = \14 Tazor
El modulo de las soluciones sera la raiz cuarta del modulo: 1.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

_270°+0 - 360°

Sik=0— 8, — 67°30
4
270° + 1+ 360°
Sik=1—8, = il —157°30
4
270° + 2 - 360°
Sik=2-—8, = +4 — 247°30
270° + 3 - 360°
Sik=3—>B, = i — 337°30'

4
Por tanto, las raices son Tsz 30, 1157230, 1247230 Y 133730
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. 3
d) =147 =VV2
El modulo de las soluciones serd la raiz cibica del médulo: ¥/ 2 .

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

135% 40 - 360°

Sik=0-—>03, = = 45°
3
135° 4+ 1. 360°
Sik=1—>0, = + = 165°
3
135° 4 2 - 360°
Sik=2—>0; = +3 = 285°
Por tanto, las raices son 9/3459, 9/51650 y %2&".

Ejercicio 20:

Resuelve estas ecuaciones.

a) Z*—1=0

b) Z2+16=0

c) Z24+8=0

d z2Z2—8=19

a 24 —1=0—>z=1 =41,

El mddulo de las soluciones sera la raiz cuarta del moédulo: 1.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0°+ 0 - 360°
Sik=0—p =— _
4
0° 4 1-360°
Sik=1-8, =" — o0
4
0° + 2 - 360°
Sik=2—5p = — 180°
4
0° + 3 - 360°
Sik=3-8, = — 270°
4
Por tanto, las raices son 1oo =1, Tgge =/, T1g0o=—1Y 15500 = —I.

10



Ejercicios resueltos Matemadticas | de 12 Bachillerato

b) 22 4+16=0—z=~—16 =16

El mddulo de las soluciones sera la raiz cuadrada del médulo: 4.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° 4 0 - 360°
Sik=0—p = "

= = 90°
2
180° + 1- 360°
Sik=1-8, = — — 2708
Por tanto, las raices son 4oy = 4i y 45700 = —4i.

Q) Z24+8=0—>2=3-8 = z=738
El moédulo de las soluciones sera la raiz cubica del modulo: 2.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

= 60°
180° + 1 360°
Sik=1-8, =2 * = 180°
3
180° + 2 - 360°
Sik=2—8, = +3 = 300°

Por tanto, las raices son 2ge, 2150 Y 2300

d) 22-8=19—>2z=327 - z=1327
El modulo de las soluciones seré la raiz cUbica del moédulo: 3.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

0° 40 - 360°
Sik=0-8 = _

OO
3
0° 4 1- 360°
Sik=1-8, — - = 120°
3
0° + 2 - 360°
Sik=2—>p, = +3 — 240°

Por tanto, las raices son 3¢, 31200 Y 340

11
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Ejercicio 21:

Calcula y representa las raices cubicas de este numero.

1+
—1—i
14 (T+)(=1+1) —1—1
) = . - = :—1: 1180“
—1— (—=1T—i)(=14+1) 1T+ 1
Modulo: 31 =1
Argumentos:
A
180° 4 0 - 360° Teor
Sik=0—8 = — — 608 BN
3
180° + 1- 360°
Sik=1-0, = i = 180°
3 . g
180° 4 2 - 360°
Sik=2-03; = +3 = 300°
; —-/] .
Por tanto, las raices son Teg, 1150 ¥ 1300 20
Ejercicio 22:

Resuelve estas ecuaciones, y expresa sus soluciones en forma compleja.

a) X*+4=0 b) 2 —=2x4+1=0 ) 2X*—x+5=0

a) X! +4=0->x=+—4 —>{X‘:2I .
X, = —2I
b) 2x? —2x+1=0

_2:4-421 144 . =TT

X_ .
4 4 1—1i

Q) 2X’—x+5=0

1+J1—4-2.5 14£/-39 X =
X = = -

) 2
2 2 1—+N39

12
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Ejercicio 23:
Efectia las divisiones.
g —1+5i b 2o+49: o 1S5
3—2j 8 +6i 2
N 1450 _ (=14+50)(3+2) _ —3-2i+15/—10 _ —134+13 _ 14
3—2i (3—=20) (34 2i) 9+ 4 13
20+ 407 _ (20+40/)(8 —6i) _ 160 —1207 + 320i + 240 4t
84+ 61 (84+6/)(8—06/) 64 + 36
0 1450 _ (14502 +10) _ —2—i410i=5 _ —7+9i
2—1i (2—=i)2+7) 441 5
Ejercicio 24:
Obtén, en forma bindmica, el resultado de las operaciones.
a) M_l_(z_g,')i
—4 —2ij
b) 2i — (243i)3
—34i
o 20=DN+8 _ (3546
2—6i
: 10—10i —5(1+i
d) (=2 —5i)— =30+ 1)
(8 +2i)—(5+3i)
(1+3i)° —(2i)
e)
—3 4 4i
a) M+(2—3i)/:—3+9f+(3+2/):Hi
—4 =2
b) 2i— (2+37)3 94 9 n 33,.: 9 n 53/.
—3+i 10 10 10 10
o) 400-1)+8 —(3—)246i)= 48— 4 —(6418/ —2i+6) =
2—06i 2—06i

=34+7i—(12416/)=-9-9]

13
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§) (—2—siy_ 10101 =5040) 55y 515
(8+2i)—(5+3i) 3—i
= (—=2—5/)—(3—4i)=—5—]|
(0+30) -0y _ —8+6i+4 36 2.
—3+ 4 —3 44 25 25
Ejercicio 25:

Calculag, b, ¢, ..., para que se verifiquen las condiciones indicadas en cada apartado.

a) (3 —=5i)4+ (=14 ai)esun ndmero real.
b) (b+ 3i)+ (5+ 2i) es un numero imaginario puro.
c) (c+6i)(3 —2i)esunnumero real.
d) (d+ 6i)(3 —2i) es un nimero imaginario puro.
7+11i ,
e) es un numero real.
e—2i
7+11i , . .
f) : es un numero imaginario puro.
—2i

a) B—-5N+(14+a)=24+(-5+ai—>a=>5

b) b+3)+GB+2)=bB+5+5—>b=-5

Q) (c+61N3—-21)=@Bc+12)+(=2c+18)i > —-2c+18=0—>c=9
d) d+6)3—-2)=3Bd+12)+(—2d+18)i—>3d+12=0—>d=—4

7+ 11 (7 +11)e+2i) Je—22 Tle+ 14 . Tle+ 14
Q) == + - =0
e —2i (e —2i)e—+2i) e’ +4 e’ +4 e’ 4+ 4

14
—S>e=——

11

f) 7+ 11 _ (7 4+ 110)(F + 2i) _ /f —22 n Hf—|—14’_% 7f—22 _0

f—2i (f = 20)(f + 2i) f?+4 f?+4 f?+4
efz2
7

14
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Ejercicio 26:

Encuentra p y g para que se cumpla:
(p+3i)(4+qgi)=15+9i

(p+3N4+qg)=15+9—=@Ep—3q)+ 12+ pqg)i=154+9i

o pr =3, = —1
4p—3q—15}%

3
124 pg =9 P, =G =—4

Ejercicio 27:

Representa los siguientes numeros complejos expresados en forma polar.

a) 4o b) 235 Q) a0 d) \/57_11 e) Sigo f) 53_”“
4 2

4eor

2135
5500 1 1
—— —
NEE:
3220 4

Ejercicio 28:

Realiza las siguientes potencias, empleando la férmula de Moivre.
a) (3 (cos 25°+1i sen 25“’))4
b) (2 (cos 40° + i sen 40"))9

( - . - 3
c) |cos — + 1 sen —]
\ 3 3

( 4
d) |3 [cos 3—“ + i sen 3—“]
2 2

\

15
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a) (3 (cos 25°+ isen 25°)" = 81 (cos 100° + i sen 100°)
b) (2 (cos 40° + isen 40°)° = 512 (cos 0° + i sen 0°) = 512

T . ™ ’ .
C) Cosg—l—/sen?] = COST+ 1 senw = —1

4
d) |3 [cosgzﬂJr/seng;]] = 81(cos0O+isen0) = 81

Ejercicio 30:

Calcula las soluciones de las siguientes raices.

a) 364 b) 5/325_.rt c) 90
4

a) 6o
El médulo de las soluciones sera la raiz cUbica del modulo: 4.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

~120°+0-360°

Sik=0— B — 40°
3
120° + 1 360°
Sik=1—8, = u — 160°
3
120° + 2 - 360°
Sik=2-—08; = +3 — 280°

Por tanto, las raices son 4.4q:, 41500 Y 42500

16
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b) 5 325_-,T — \Sf 322250
\I 4

El modulo de las soluciones sera la raiz quinta del médulo: 2.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

225° + 0 - 360°

Sik=0—->0, = = 45°
5
225° 4 1. 360°
Sik=1-8, = 22T — 7
5
225° 4+ 2 - 360°
Sik=2—p, =27 —189°
5
225 1 3. 360°
Sik=3—8, = 22 — %61°
5
225° 4 4 . 360°
Sik = 4 — B = +5 — 333°

Por tanto, las raices son 24s, 2117+ 2180e, 22610 Y 2333

a) V9

El modulo de las soluciones serd la raiz cuarta del modulo: v/ 3 .
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

220° 4+ 0 - 360°

Sik=0-—p = _ 550
4
220° +1- 360°
Sik=1o8, = 22T _ 1450
4
220° 4 2 - 360°
Sik—2—p, = o © _ 350
4
220° + 3 - 360°
Sik=3-8, = +4 — 3257

Por tanto, las raices son \/5550, \/51450, \/52350 y \/53250.

17
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Ejercicio 31:

Realiza la siguiente operacion.

—1+ (=14+7)(1—=1) 20 ,

— = . — = H— = Q//_ = Too 4 k-360°
T+ (14 1)(1—1) 2 —
S]k:O—)X]:222]50 Sik:2—)X3:2202,5o
S|k: 1 %X2:21]2’5° Sik:?)_)X4:2292,5°

Ejercicio 32:

Expresa en forma polar el inverso de estos nimeros.

1
a) 250 b) 3. c) 41 d) [
2 3 4 0
Para calcular el inverso de un ndmero en forma polar, calculamos el inverso
del modulo y el opuesto del argumento.

1

2 e

a) b) il
3 3n 4 5w

2 3

18



