EJERCICIOS RESUELTOS HOJA 2
UNIDAD 12: LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD.

Cuestion 1:
a) ;Cual de las siguientes grificas corresponde a una funcién continua?
b) Seiiala, en cada una de las otras cinco, la razén de su discontinuidad.
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a) Solo la a).
b)b) Rama infinita en x =1 (asintota vertical).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).
d) Salto en x = 2.
e) Punto desplazado en x=1; f(1)=4; &Im f(x) =2
x—=1
f) No esta definida en x = 2.
Cuestion 2:
Halla los puntos de discontinuidad, si los hay, de las siguientes funciones:
a)y=x%+x-6 b}y=L
(x—2)?
x—1 1
C = d =
)y Zx +1 )y x2+2x+3
2 1
e)y= : fy=
5x—x2 x¥+2
a) Continua. b) 2
c) —% d) Continua.
e)0y>s f) Continua.
Cuestion 3:

Comprueba que las grificas de estas funciones corresponden a la expresion
analitica dada y di si son continuas o discontinuas en x = 1.

I //.
1—-x% si x=1 2 1 '
a}ﬂx)-{x—l si a>1 _;f/\'{
/
Al




b)f(x)={x+z si x<1 },/

3 si x>1
2.3, L2

x? six=1 2/

©)f(x) = {—] si x=1 | /

a) Continua.
b) Discontinua.

¢) Discontinua.
Cuestion 4:

2_1six<
Comprueba si la funcion f(x) = x"—1si x<0 es continuaen x = 0.
x—1 si x=20

¥ Recuerda que para que [ sea continua en x =0, debe verificarse que:

tm, 1) = (0)

lim f(xx)= lim f(x)= lim f(x)=-=1=f(0)
x—= 0 x— 0 x—=0
Es continua en x = ().
Cuestion 5:

Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se
indican:

(3-x)/2 si x<-1
= =]
a)S(x) {2x+4 six>—1

2—x2 si x<2

=2
(x/2)-3 si x=22 X

b) f(x) = {

c]f(x]‘{sx st x=1 en x=1

x+3 six=1
a) No, pues no existe f(-1).

b) lim_ f(x)= lim _f(x)=f(2) ==2. Siescontinuaen x = 2.

x— 2 x— 2

c) lim flx)=3+# [im f(x)=4. Noescontinuaen x= 1.
=1 x—=1"



Cuestion 6:

Representa las siguientes funciones y explica si son discontinuas en alguno
de sus puntos:

a) f(x) = {

2x—1 si x<3
5—x six=23

1 si x<0
xZ+1 si x>0

b) f(x) = {

x2-2 si x<2

c)ﬂ.r)={

X si x>2
a) Discontinua en x = 3. ¥
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¢) Discontinua en x = 2. [y
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Cuestion 7:
Estudia la continuidad de estas funciones:

2—x si x<1

a) f(x) = {1;‘.:: si x>1

—x—-1 si =-1=x
b)flx)=71—-x2 si -1<x<1

x—1 si x=1
1—-x2 si x<0

C x) =

)S(x) {2**1 si x>0



a) lim filx)= lim f(x)=f(1)=1 — Continua en x =1
xr— 1" xr— 17

x# 1 — Continua
Es continua en IR.

b) lim f(x)= lim [fix)=f(-1)=0 — Continuaen x =1

x—=-1 x—-1
lim flx)= lim f(x)=f(1)=0 — Continuaen x=1
x— 17 x—17
x#1 y x#-1 — Continua
Es continua en IR.
c) lim fx)=1#% lim f(x)=2 — Discontinuaen x =10
x—= 0 x— 0
S5 x =0, es continua.
Cuestidn 8:
Calcula a para que las siguientes funciones sean continuas en x = 1:

jx+1 si <1 jJxf-DAx—-1) si x#1
a)ﬂx)-{4—axz si a>1 h)f(x)-{u si x=1
a) fim jf(x)=2=f(1)

x— 1 .
2=4—-—a — a=2

lim fx)=4-—a
x— 1*

(x—Dx+1 _

b) lim filx)= Iim 2

:r—>lf x—1 (x-=1) a=2
) =a

Cuestion 9:

Justifica qué valor debe tomar a para que la funcién sea continua en R:

ax—2 si x<=1
J(x) = .

4x—2a si x> 1
ax — 2 51 x<1

4x—=2a st x =1

flx) = {

La funcion es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque
ambos tramos son rectas.

Para que sea continua en x = 1, debe cumplirse: [lim f(x) = f(1)

x—1
f(=a-2
lim flx)=a-2
i f(x) x—= 1"
im x
x—1 lim flx)=4-—2a
x— 1"

Para que exista el limite, debe ser:

d—2=4—-2a — 3a=060 — a=2



Cuestion 10:
Estudia la continuidad de la funcién y dibdjala.

|x+2| si x<-1
f(x)=1x? si —1<x<1
2x+1 si x>1

Como cada una de las expresiones que definen f son funciones continuas, debemos ver qué ocurre en los

extremos de los intervalos de definicion: )
Y|
lim f(x)= lim |x +2|=13.r lim f(x)= lim x?=1, por tanto, es continua en x = —1. /

x-=T X1 x——1 x——1" 0

NP
o 1

lim f(x)= lim x* =1y lim f(x)= lim (2x +1)=3, por tanto, tiene una discontinuidad de \/
! x—1

=T =T x—1

salto finitoen x=1.

Resumiendo, la funcion es continua en & —{1} .

Cuestién 11:
Determinar a y b para que la siguiente funcion sea continua en todo R.

x24+1 si x<0
f(x)={ax+b si 0<x<3
x=5 si x>3

Los unicos puntos donde podria no ser continua son los de abscisas x =0 y x =3 . Para que f sea continua en
ellos los limites laterales deben ser iguales. Por tanto:

lim f(x)= lim fix
x—=07 |: } x—0" { ):}{1=b

— 4 b=1.
lim f(x)= lim f(x) " |3a+b=—2 °
x—3" =3

Para estos valores coincide el valor de la funcién en los puntos considerados con los limites calculados, por lo que
la funcion es continua en todo & .

Cuestion 12:

En cada caso, calcula los valores de m y n para que las funciones sean continuas en todo R.

3 si x=0 3mx—-1 si x=-1
a) f(x)=<mx+n si D<x<?2 b) f(x)={nx*—4m si —1<x<3

—1 si o x=2 n+2 si ¥x=3

lim f(x)= lim f(x) 3_p
x—0~ x—07" =
-2 n=3
A Vlim f(x)= lim f{x}:{zmm:q:’m "
P K2t
y IO (o g pam _mon-1 s
lim f(x)= lim f{x) 9n—-4m=n+2 |-4m+8n=2 27 2
¥—3" X3

Cuestion 13:
Indica si la siguiente funcion es continua en .

1

flx)=——"——
(x) 2|x|—x+1



si x=0

Tenemos f(x) = —3x+1

si x>0
X+

El denominador de la primera expresion se anula en x =% y el de la sequnda en x = -1, por tanto, solo hay que

comprobar si es continua en x =0.Como lim f(x)= lim f(x)=Ff(0)=1 la funcidén es continua en todo [t .
w0 x—0"

Cuestion 14:
Estudia la continuidad de las funciones en x = 3, y si presentan discontinuidad,
decide de qué tipo de discontinuidad se trata.

(x + 3 si x <3 12 .
a) fx) =16 six =3 d foo=4x—3 S*=3
| x> —2x +3 si x >3 x—15 six>3
121 Stx <3 X+ si x =3
X — X1
b) f(x)_~6 i x— 3 e) f(x) =4 x—1 _
| x —2 si x >3 —2 Shx =3
In (x —2) si x <3
c) f(x) =1—2 si x =3
sen(x — 3) si x >3
a) f3)=6
im f(x)= lim (x+3)=6
= el > Imflx) =6
Iim f(x)= Iim (x* =2x4+3)=6 x—3
x—3t x—3*
Como f(3) = lim f(x), la funcion es continua en x = 3.
x—3
b) f3)=6
lim f(x) = lim 12 =6
x—3" x-3" X —1 — No existe lim f(x), y la funcién no es continua
im f(x)= lim (x =2) =1 =3

en x = 3.

x—3t x—>3*

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.

c) f(3)=-=2
lim f(x) = lim (In(x —=2))=0
el el — limf(x) =0
im f(x) = lim sen(x —=3)= 20 x—3
x—3t x—3t

Como f(3) # lim f(x), la funcidn no es continua en x = 3.

x—3

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.
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d) f3)=-12

. : 12
im f(x) = lim = —00
x—37 x—=3" X —3 — No existe lim f(x), y la funciéon no es
lim f(x) = flim (x = 15) = =12 | =3
x—3* x—3* continua en x = 3.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

e) f(3)=-=2
lim £(x) = fim X1 — )
x—3 x—=3 ¥ — ]

Como f(3) # lim f(x), la funcidon no es continua en x = 3.

x—3

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.

Cuestion 15:

{Qué valor debe tomar a para que las funciones sean continuas?

3

siox < —2 tg — Si x < —2
+ g =
a) fix) =1% 1 ) f(x)= 2x

a Si x = —2 .
log(ax +7) six>-=—2
|—2x — 7 si x > —2 J >

(5 x—1 H < _
b) ﬂx]z_z S-IX_ 2
[ax —2 six > —2
a) f(—2)=a
im f(x) = lim = —3
x——2" x—=-2" X + 1 — 3 lim f{X) = -3
lim f(x)= lm (=2x —7) = =3 ol
x——27 x——=2%
La funcién es continua si f(—2) = !f'm2 f(x) = a= -3,
51
b) f(=2)=2"=—
8
im fx) = lim 2= =~
x——2 x——=2" 8
Iim f(x)= Im (ax—-2)=—-2a—-2
x——2" x——2*
— 3 lim f(x) 5|'i:—2c3'—2—>a':—E
x=2 8 16



Q) f(=2)=1

im f(x)= Im tgi =1

X——2" K——=2" X
lim f(x)= lim log(ax +7)=log(—2a+7)
x——2F x—s—2"
. . 3
— 3 Ilmzf(x) sil=log(=2a+7) 5 a= -
Cuestion 16:

Razona si la siguiente funcién es continuaenx=3yenx = 0.

(2% —1 si x >3
y =1

£+3 si x <3
.

f3)=7

lim f(x) = J’imE-i—B:?

x—3 x—3 X — 3 lim f(x)

lim f(x) = lim (2* —1) =7 3

x—3% x—3*
Comof(3) = !fn‘13 f(x), la funcién es continua en x = 3.
xX—>

No existe f(0).

A’

12

lim f(x) = lim|— 4+ 3|= —o0

x—0~ x—=0"| X

(15 \ - — No existe lim f(x), y la funcidon no es continua
x—0

lim f(x) = lm|—+3|= 4+ enx=0.

x—0F x—)0+k X ).

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

Cuestion 17:

Estudia la continuidad de la siguiente funcion.

log (t +7) sit<3
g(f):24 sit=3
sit >3

| 7 —t

Si presenta puntos de discontinuidad, estudia el limite cuando t tiende a ellos
y decide qué tipos de discontinuidades son.
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Sit<3:g(x)=log (t+ 7) = Dom f= (-7, 3) = No hay puntos de discontinuidad.
Sit=3:g(3)=2

lim g(t) = limlog(t+7)="1

t—37 t—37 .

4 = limg(t) =1
im g(t) = lm —— =1 t—3
t—3t t—3t J —t

Comog(3) = :‘fn‘; g(t), la funcion es continuaen t = 3.
t—

Sir>3:g(r):i—>[}om f=(3, 4cc) — {7}

/=1
. . 4
lim g(t) = hm_— = 400
= =77 4 ‘ - — No existe lim g(t) y la funcién no es
. . t—7
:'L”;l g(t) = in; 7_t _OO‘ continuaent=7.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

La funcién es continua en (=7, 7) U (7, +c2).
Cuestion 18:

Estudia la continuidad de las funciones.
a) y=I[x] (Parte enterade x) o y=Ix*—1

X
b) ¥y =1 d y=

| x| | x? — 1

a) La funcion es continua salvo en los nimeros enteros.

lim f(x) =a—1
SiaeZ - """ — No existe lim f(x).
;'Jm+ f(X) =d x—a

Todos los nimeros enteros son puntos de discontinuidad inevitable de salto finito.

o) f{x):{—1 S x <0

1 si x>0
No existe f(0).
lim f(x) = =1
x=0 — No existe lim f(x), y la funcién no es continua en x = 0.
im f(x) =1 x—0
x—07"

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.
La funcién es continua en R — {0}.



2 1 six<—losi x>1
fx) = 1%
q) 10 {—x2+1 §i—1<x<1

Six=—=1:f(=1)=0

lim f(x)= Ilm (x* =1)=0

=t e — lim f(x) =0
ifm1+ f(x) = lf.f'm1+ (—=x>+1)=0 X1

Como f(—1) = lim f(x), la funcidn es continuaen x = —1.

x——1

Six=1:f(1)=0

lim f(x) = ifm_(—x2 +1)=0

o -t — lim f(x) =0
im f(x) = lm (x> =1) =0 x—1

x—1t x—1t

Como (1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = 1.

x—1

La funcién es continua en R.

1

2

six<—=los x>1

d) f)=1% "~
si—1< x <1
—x? —1

No existe f(—1).

Im f)= lm —— =+
x—=—T x—=—T X° — 1 . . .

: L 3 | a funcidon no es continuaenx = —1.

lim f(x)= Ilim ——— =+®
x——1F o1 —x° 41

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
No existe f(1).

lim f(x) = lim ——— =+
x—=T =T —X° + 1 .. . o
L 3 La funcién no es continuaen x = —1.
m f(x) = lim —— = 40
x—Tt x—=1t x° —1

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
La funcién es continuaen R — {—1, 1}.
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