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1. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES DERIVABLES

Propiedad: Si una funcién es derivable en un punto X;, entonces es continua en X; . Lo contrario no es cierto, es

decir, hay funciones continuas en un punto X, que no son derivables en ese punto X,

Derivable = Continua
Continua = Derivable o no derivable

Resumiendo:

Propiedad: Si una funcién es continua en X, la derivada existe si y sélo si existen las derivadas laterales y estas
coinciden.

Esta propiedad la utilizaremos para calcular la derivada en puntos donde la funcidon cambia de definicidn.

2x+1 si Xx<0

Eiemplo: Dada la funcion f(X) =< x* -1 si 0< X< 2, estudiar si es derivable en X, =0 yen X, =2
4x-5 si  x>2

Veamos en X, =0

Primero por ser una funcién por partes vamos a estudiar la continuidad en X, =0, como ya sabemos

a) Limites laterales

lim f(x)=lim(2x+1) =1
x—0"

x—0"

" ‘ 2
||r(§1+ f (X) = ||T+(X —1) =-1 como podemos apreciar son distintos, luego la funcién presenta
X—> X—>

una discontinuidad no evitable de salto finito y amplitud 2. Por tanto, segun la propiedad al no ser
continua sabemos que no es derivable X, = 0, y no hace falta calcular las derivadas laterales.

Veamos ahora en X, = 2

Vamos primero a estudiar la continuidad en X, = 2

a) Limites laterales

lim f (x) = lim(x? —1) =3
X—2"

X—2"
lim f(x) = lim(4Xx—5) =3 como los limites laterales coinciden, entonces 1M f (X) =3
x—2* x—2* X—2
b) 3If(2)=42-5=3
c) Como lim f(x) =3 = f(2), entonces la funcién es continua en X, =2
X—2
Con esto no sabemos si es derivable o no, pero puede que lo sea.
Estudiemos pues la derivabilidad en X, = 2. Derivemos la funcion:

2 si Xx<0

f'(x)=+<2x si 0<x<2,yvemos que hemos quitado los signo = de las desigualdades, pues es en los puntos
4 si x>2

donde cambia de definicion donde puede presentar problemas de derivabilidad.

Calculamos las derivadas laterales en X, =2 y veamos si coinciden o no:
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Derivada lateral derecha: f '(27) = lim f'(X)=1lim4=4
x—2"*

x—2"

Derivada lateral izquierda: T '(27) = lim f '(x) = lim 2x =4
X—2"

X—>2"

Comovemos: T'(2") = f'(27)=4,luego f esderivableen x, =2y f'(2)=4

2 si x<0 2 si x<0
Podemos poner ahoraque, f'(X)=<2x si 0<Xx<2 obien f'(X)=92x si 0<x<2
4 si x>2 4 si x=2

NOTA: Como vemos, en los puntos X, donde la funcién cambia de definicién, hemos de estudiar primero la
continuidad y si nos sale continua realizar después el estudio con derivadas laterales.

6x—-3 si x<1

) . con @y b nimeros reales. Determina los
ax“ +bx+2 si x>1

Eiemplo: Se considera la funcién f(X) :{

valores de @ Yy b paraque f sea continuay derivable en todo su dominio.

Como observamos, esta funcidn tiene dos partes y ambas son polinédmicas:

Si x<1, f(X)=6x—-3 es polinémica de primer grado y siempre tiene sentido, y ademds es continua y derivable

como sabemos en (—oo,l).

Si X =1, la funcién esta definida y toma el valor f (1) =6—-3=3, por tanto, es del dominio, pero tendremos que
estudiar la continuidad y derivabilidad pues es un punto donde cambia de definicién.

Si x>1, f(X)=ax?+bx+2es polinémica de 22 grado, por tanto, siempre tiene sentido y ademas sera continua y

derivable en (1, +oo)

Veamos el caso X =1 imponiendo que sea continua y derivable para calcular a y b.

Continuidad en X =1

- Limites laterales

lim f (x)=lim(6x—-3) =3
x—1" X—1"

lim f(x) = lim(ax® +bx+2)=a+b+2
x—1"

x—1"
- 3IFQ=3
Para que la funcidén sea continua los limites laterales y el valor que tome la funcién deben coincidir, luego:
a+b+2=3< a+b=1, que nos proporciona una primera ecuacion.

Derivabilidad en X =1

I ll=”

Derivamos en la expresién de la funcidn, quitando e

. 6 si x<1
f'(x)= ] , y ahora hacemos las derivadas laterales e igualamos:
2ax+b si x>1

Derivada lateral derecha: f '(1") = |I'FE f'(x)= |I’I’p (2ax+b)=2a+b

Derivada lateral izquierda: T '(17) =1im f'(X) =1lim6 =6
X—1"

X—1"
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Para que sea derivable en X =1, igualamos las derivadas laterales: 2a+b =6,y ya tenemos otra ecuacion.

Resolvemos el sistema:

a+b=1&-&[a+b=1 54b=1=b=-4
= =
2a+b=6 a=5 a=5

2. RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA FUNCION
La derivada de una funcién en un punto X, es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto
(X, £ (%))
D[f (X,)]= F'(Xo) = Myegiatangents €N Xo-
Con esto podemos obtener la ecuacion de la recta tangente a la funcién en X, en el punto (X,, f(X,))

Sabemos que la ecuacién de una recta dada su pendiente M y un punto por donde pasa (a,b) es asi:
r=y—-b=m:(x—a), como se ha visto en Geometria.

Aplicando la ecuacidn de la nota anterior tenemos la ecuacion de la recta tangente:
t=y- f (Xo) = f (Xo)'(x_ Xo)
t=y—flx))=J"(x,)(x—x;)

y=f»

J o) @ (EWIEN)

También podemos usar la expresion para la tangente: t= y = f l(Xo)'(x - Xo) + f (Xo)

Y de esto, podemos sacar la ecuacion de la recta normal a la funcién en el punto (X,, f (X)), pues esta recta

tendra por pendiente , al ser perpendicular a la tangente. Con lo cual la ecuacidn de la recta normal es:

0

(%)

]-(X—XO) o bien n= y=[ 1 jl(X_XO)+ f (%)

nEy_f(Xo):( Fi(x.)
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t=y— fx =T (x,)(x —x
= /(9

JGo) ¢ . £ (o))

O Xg \

Ejemplo: Calcular las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal a la funcién y = X? —X enel punto de
abscisa X, =3

Calculamos la funcién derivada: y'=2Xx-1
Por tanto, la pendiente de la recta tangente es: m=Yy'(3)=23-1=5
Nos falta conocer y(3) =3* —3=6 y ya sélo sustituir en la ecuacion de la recta tangente y la normal:
t=y= yl(xo)'(x_ Xo) + y(xo)
Recta tangente: t=y=5(x-3)+6=>t=y=5x-15+6= t=y=5x-9

Recta normal: nzy:( 51j (x— 3)+6:>n—y—glx+§

Ejemplo: Se considera la funcion f(X) = 3x®—-6x*+5, obtenga las ecuaciones de las rectas tangentesa f que
sean paralelas alarecta Yy =—-3x+1

NOTA: Para que dos rectas sean paralelas han de tener la misma pendiente, que nos indica la inclinacion de la recta
sobre el eje OX.

Larecta Y =—3X+1 tiene por pendiente M =—3, y esta pendiente ha de coincidir con la pendiente de la recta
tangente, que es la derivada de la funcion.

Derivamos: f '(X) =9x* —12X e igualamos a la pendiente, y resolvemos:

f'(x) =9x* —12x = -3 = 9x* —12x +3 =0 (dividimos por 3) = 3x* —4x+1=0

Resolvemos la ecuacion de 22 grado: X =

6
4+16-12 4+2 5 !
6 |2
6
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Pues tenemos entonces dos rectas tangentes que son paralelas a la recta dada Yy =—-3X+1

f(1)=31°-61>+5=2

Caso 1: X, =1, y calculamos
f '(1) = -3 (como ya sabemos)

Asi, la recta tangente correspondiente es: t, =y =-3:(Xx-1)+2=t=y=-3x+5

3 2
f(lj:?{l} _G{EJ i5-1.6,5_40
3)""\3) \3 9 9 9

f [%) = -3 (como ya sabemos)

1
Caso1: X, = 5, y calculamos

1
Asi, la recta tangente correspondientees: {, =y = —3-(X—§) +E =>t=y=-3X +E

3. MONOTONIA (CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO) DE UNA FUNCION

Estudiando el signo de la derivada primera podemos saber cudndo una funcién es creciente o decreciente. Esto se
llama también el estudio de la monotonia de la funcion.

Propiedad:

-Si '(x) >0, entonces la funcién f es estrictamente creciente en X

-Si f'(x) <0, entonces la funcién f es estrictamente decreciente en X

Eiemplo: Estudiar la monotonia (intervalos de crecimiento y decrecimiento) de la funcion f (X) = —x* +5x—1
Lo primero es fijarnos que su dominio es todo R, Dom(f)=R

Calculamos su funcién derivada, que resulta f'(X) =—2X+5. Que como vemos también tiene sentido en todo R,
o lo que es lo mismo, su dominio de derivabilidad es todo R

Vamos a estudiar ahora el signo de f'. Primero veamos dénde se anula.

f'X)=0>-2x+5=0>x= % . Con este punto construimos una tabla de signos para f'

5 3)
(_OO! E) (E 1+OO)

f'(x)=-2x+5 + -

0 \

Los signos los obtenemos de igual forma a como haciamos en los dominios (sustituyendo por un valor del intervalo)

De la tabla de signos podemos concluir que:

enteen .3
f escreciente en —oo,E

) 5
f esdecreciente en E,+oo
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2
X
Eiemplo: Estudiar la monotonia de f(X) = 1
X —

Tenemos que Dom(f) =R —{1}

2x-(x -1 —x*1_ x*-2x

(-1 (x-1)

Calculamos la funcién derivada, f'(x) =

. Como vemos, la funcion es derivable (6 tiene

por dominio de derivabilidad) en R —{1}

Vemos ahora dénde se anulan el numerador y el denominador, para poder construir la tabla de signos de la
derivada.

X
Del numerador: X> —=2X=0-> x-(x—2) =0 9{
X

Del denominador: (X—l)2 =0>x-1=0>x=1

Ya pasamos a construir la tabla de signos:

(—0,0) 0,0 L2) (2,40)

x® —2X + - - +

0 \ \ 0

NOTA: Como podéis observar en la tabla no hemos puesto el factor del denominador pues al ser (X —1)2 , éste
siempre serd positivo demos el valor que le demos y por tanto no influye en el signo de f'. Si el exponente hubiese
sido impar, entonces si teniamos que haberlo puesto.

Podemos concluir que:

f escreciente en (—x,0)
f es decreciente en (0,1)
f esdecreciente en (1,2)

f escreciente en (2,+0)
Eiemplo: Dada la funcién f(X) = ‘—XZ +2X+3

a) Estudia la continuidad y derivabilidad en su dominio.
b) Estudia la monotonia (crecimiento y decrecimiento) en su dominio.

a) Alser el valor absoluto de un polinomio, Dom(f)=R

Como vemos se trata de una funcion que tiene un valor absoluto de un polinomio, por ello vamos a intentar
expresarla como una funcién a trozos:

—21++2+12 N

Vemos donde se anula el argumento del valor absoluto: —X*+2x+3=0=x=

-2
244 Xx=-1 . , , .
X= > = 3 Con estos valores vamos construir una tabla de signos para conocer dénde f es positiva o
_ X =
negativa:
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(-o0,-1) (-1,3) (3,+)

X% +2X+3 - +

Con esto, podemos poner la funcién como sigue:

—(-x*+2x+3) si  x<-1 X*-2x-3 si  x<-1
f(x):‘—x2+2x+3‘: —X2+2x+3  si -1<x<3= f(X)=4-x"+2x+3 si -1<x<3
—(—x*+2x+3) si  x>3 x*—-2x-3 si  x>3

Continuidad: Lo hacemos de forma rapida, pues sélo en X =—1 y X =3 puede presentar problemas de continuidad,
qgue son los puntos donde cambia de definicion:

f(-1)=0

En X=—1:tenemos que: 1 |lim (X2 —2X—3) =0 , luego es continuaen X =-1

Xx—>-1"

XLHH (—x2 +2X+ 3) =0
£(3)=0

En X =3:tenemos que: { lim (X2 —2X —3) =0 , luego es continuaen X =3

x—3"

lim (-x* +2x+3) =0
x—3"

2x—2 si x<-1
Derivabilidad: Derivemos la funcién por partes: f'(X)=<-2x+2 si -1<x<3
2x—2 i X>3

Puede presentar problemas de derivabilidad en los puntos X=-1y x=3
f'(-1)=2(-)-2=-4
f'(-1)=-2(-1)+2=4

En X =—1:tenemos que: { no es derivable pues las derivadas laterales no

coinciden
f '(3’) =-23+2=-4
f '(3*) =23-2=4

En X =3:tenemos que: { , ho es derivable pues las derivadas laterales no coinciden

2X—2 si Xx<-=1

b) Estudiemos el crecimiento, usando f '(X) =<-2X+2 si —-1<X<3,yvemos dénde se anulan sus

2X—2 si X>3

2x-2=0=>x=1

partes:
2Xx+2=0=x=1

Construimos una tabla de signhos, teniendo en cuenta los puntos, X=-1, X=1y x=3.
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NOTA: En sombreado gris, la parte de la derivada que no se puede aplicar en ese intervalo

f(x) (—e0,-1) (-11) (3) (3,+00)
2x—2 - +
—2X+2 + -
- + - +
\! T \! T

La funcion f(x) = ‘—XZ +2X +3‘ es creciente en (—=1,1) yen (3,+x)

La funcion f(x) = ‘—XZ + 2X +3‘ es decreciente en (—o0,-1) yen (1,3)

4. EXTREMOS RELATIVOS Y ABSOLUTOS

Una funcién y = f (X) tiene un maximo relativo en un punto de abscisa X, (0 en el punto (X,, f(X,)))si f(X,)

es el mayor valor que alcanza f en un entorno de X, -

Una funcién y = f(X) tiene un minimo relativo en un punto de abscisa X, (o en el punto (XO, f (Xo))) si f(X,)

es el menor valor que alcanza f en un entorno de X, .

Eiemplo: Tenemos la funcién y = f(X) cuya grafica es la siguiente:

&4

!
A1
ot

W
Lt

Podemos observar que en el punto de abscisa X, = —1, la funcién tiene un maximo relativo y el valor que alcanza es

3, que como vemos no es absoluto. También se suele decir que la funcion tiene un maximo relativo en (—1, 3) .
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Podemos observar que en el punto de abscisa X, =1, la funcién tiene un minimo relativo y el valor que alcanza es

—1, que como vemos no es absoluto. También se suele decir que la funcién tiene un minimo relativo en (1, —1) .

¢Como calcular los extremos relativos de una funcidn dada por su criterio o férmula? Si observamos la grafica del
ejemplo anterior nos damos cuenta que las rectas tangentes tanto en el maximo como en el minimo relativo son
horizontales. Esto quiere decir que su pendiente es 0, 0sea, f'(-1)=0y f'(1)=0

Efectivamente, en los extremos relativos, si una funcién es derivable, su derivada tiene que valer 0.

Lo vemos graficamente de nuevo, con otra funcién diferente:

3
t:y=2 _‘*d’//?

Recta tangente en x = -1

o
[

=+
Lo~
3]

bt
L

o
[
o

NE S

a1

Como se ve la recta tangente en el minimo tiene por pendiente 0 (es una recta horizontal), y como sabemos la
pendiente de la recta tangente en el punto coincide con el valor de la derivada. Por tanto, f'(-1) =0

Propiedad: Si una funcién Yy = f (X) tiene un extremo relativo en un punto de abscisa X, y es derivable en X,

entonces f'(x,)=0

Si vemos que a la izquierda de un punto X, (que sea del dominio de la funcién y derivable en él) la funcién es

creciente T y a la derecha es decreciente \ , podemos concluir que la funcién presenta un maximo relativo en el
punto de abscisa X, .

Si vemos que a la izquierda de un punto X, (que sea del dominio de la funcién y derivable en él) la funcién es
decreciente v y a la derecha es creciente ) , podemos concluir que la funcién presenta un minimo relativo en el
punto de abscisa X, .

. . 3 .
Eiemplo: Dada la funcién f(X) = X —3X+1, calcular sus extremos relativos

Como vemos se trata de una funciéon polindmica, y por tanto, su dominio es todo R y es derivable en todo R .

L . 2 . . .
Calculamos la funcién derivada f'(X) =3X“ —3, y vemos dénde se anula (estos puntos seran los posibles extremos
y ademas nos determinan los intervalos de monotonia)

X=-1

f'(x):3x2—3:09
x=1
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(—OO,—l)

(_1!1)

(1,+0)

3x?-3

+

+

T

\

T

En X, = —1, la funcién pasa de ser creciente a decreciente, luego presenta un maximo relativo y el valor que alcanza

es f(-1)=(-1)°-3(-1)+1=3 (también se dice que la funcién presenta un maximo relativo en (—1,3))

En X, =1, la funcién pasa de ser decreciente a creciente, luego presenta un minimo relativo y el valor que alcanza

es f(1)=1°-31+1=—1 (también se dice que la funcién presenta un minimo relativo en (1,—1) )

2

Eiemplo: Estudiar los extremos relativos de f (X) = X 5
X_
2 2 2 2
Tenemos que Dom(f) =R —{1}. Derivamos: f '(x) = 2x(x-1) > X1_2x - 2x > X ot '(x) =X—2)2(
(x-1) (x-1) (x-1)
Vemos ddnde se anula el numerador, pues el denominador ya lo sabemos, en X=1:
x=0
X*-2x=0= x(x—2):0:>{
X=2
Construimos la tabla de signos para la derivada:
(—00,0) (0,0 1,2) (2,+00)
X% —2x + - - +
(x=1)° + + + +
) \’ \’ T

. 2 . . s age , .
(la fila de (Xx—1)°, no es necesario ponerla, pues al estar al cuadrado siempre serd positiva y no afectara al signo)
De aqui deducimos que:

En X, = 0 , la funcién tiene un maximo relativo
En X, = 2 , la funcién tiene un minimo relativo

i0JO! En X, = 1 , la funcién no puede tener extremos pues no es del dominio

Propiedad: Toda funcién continua en un intervalo cerrado tiene maximo y minimo absolutos.

Si el intervalo no es cerrado, entonces habrd que ver la monotonia de la funcién y cdmo se comporta en +co0 y en
—o0y en los puntos extremos que no sean del dominio o cambie de definicidn.
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(x+1?* si —2<x<0

Ejemplo: Sea la funcién f(X) = _
¥ {(X—l)2 si 0<x<2

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de la funcién en todo su dominio
b) Calcule los extremos de la funcidn, tanto relativos como absolutos.

Lo primero a observar es su dominio, que aparece limitado por las restricciones de la funcién por partes. Es facil ver
que s6lo esta definida desde -2 incluido hasta 2 incluido, luego, Dom(f) =[-2,2]

a) Empecemos con la continuidad:

Puede presentar problemas de continuidad donde cambia de definicién, en X =0, y en los extremos del dominio, en
X=-2y X =2, donde sélo podra ser continua por la derecha o por la izquierda.

En X =—2, tenemos que no se puede hacer el limite lateral izquierdo, luego se puede decir que serd
continua por la izquierda al ser polinédmica, y con esto no hace falta hacer limites laterales.

En X =2, andlogamente sélo es continua por la izquierda pues no se puede calcular el limite lateral derecho

f(0)=(0-1)?*=1
En X=0, tenemos que: { lim (X +1)2 =1 ,luego f escontinuaen x=0
x—0"
, 2
iy (-1 =1

Hagamos ahora la derivabilidad, teniendo en cuenta también las particularidades lateralesen X=-2 y X=2

2(x+1) si —2<x<0
Derivando: f '(X) = )

2(x-1) si O0<x<2
En X =-2, decimos que f es derivable porladerechay f'(-2")=2-(-2+1)=-2
En X =2, decimos que f es derivable por laizquierday f'(27)=2(2-1) =2
f'(0)=2(0+1)=2
f'(0")=2(0-1)=-2

En X =0, veamos qué pasa con las derivadas laterales: { , como no coinciden, f no

es derivable Xx=0

b) Vamos a estudiar la monotonia y a partir de ella, obtendremos los extremos.

£1(x) = 2(x+1) si —2<x<0 2(x+1)=0=>x=-1
S 2(x-1) si 0<x<2 2(x-)=0=x=1

, vemos ddnde se anula cada parte: {

Construimos la tabla de signos de la derivada:

(-2,-1) (-1,0) 0,1) L2

2(x+1) - +

2(x-1) - +

\J 0 \ 0

Observando lo obtenido y teniendo en cuenta que f es continua en el intervalo cerrado [—2, 2] , tenemos que:
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- En x=-2, f tiene un maximo y el valor que alcanza es f(-2)=(-2+1)%=1

- En x=-1, f tiene un minimoYy el valor que alcanzaes f(-1)=(-1+1)*=0

- En x=0, f tiene un méaximoy el valor que alcanza es f(0) = (0-1)* =1

- En x=1, f tiene un minimo y el valor que alcanzaes f(1)=(1-1)*=0

- En x=2, f tiene un méaximoy el valor que alcanza es f(2)=(2-1)* =1
Tiene 3 maximos absolutos en los puntos: (-2,1),(0,1) y (2,1)

Tiene 2 minimos absolutos en los puntos: (—1,0) y (1,0)

Su representacién grafica es la siguiente, que es facil de hacer pues son partes de parabolas:

Eiemplo: Sea la funcion f(X) = (X* —x+1)-€* definida en el intervalo [4, +0) . Estudia su monotonia y sus
extremos relativos y absolutos.

Lo primero a tener en cuenta es el dominio de la funcién, que en este caso es: Dom( f) =[-4,+x), por lo que en
X =—4, puede tener un extremo absoluto al ser cerrado el intervalo,

Derivemos y estudiemos el signo de la derivada:
f'(x)=(2x-1)e" +(X* —x+1)€* = (2x—1+ - x+1)-eX = f'(X)= (x2 + x)-eX

x=0

x2+x=0:>x(x+l):0:>{
x=-1

Vemos dénde anula la derivada: f'(X) = (X2 + X)-eX =0=
e* =0= No tiene solucion

Construimos la tabla de signos de la derivada:

(~4,-1) (~1,0) (0, +0)
X% + X + - +
e* + + +
+ - +
0 \ 0

Monotonia:
f escrecienteen (—4,-1) yen (0,+)

f es decreciente en (—1,0)
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Extremos relativos:

En X=-1, f tiene un maximo relativo pues pasa de creciente a decreciente, y el valor que alcanza es

f(=1) = ((-1)? - (-D)+1)e" =3¢ ~11036

En Xx=0, f tiene un minimo relativo relativo pues pasa de decreciente a creciente, y el valor que alcanza es
f(0)=(0"-0+1)e’=e’=1

En X=-4, que es del dominio y a partir de ahi la funcidn es creciente en hasta X =—1, también tiene un minimo
relativo y el valor que alcanza es f (—4) = ((—4)* —(—4) +1)-¢™* =21 ~ 0'3846. Y este minimo es absoluto pues

es menor el valor que alcanza que el del otro minimo relativo en X =0 y ademas la funcién a partirde X =0es
crecientey 1im f(x) = lim (x* —x+1)-* = lim x*:€* = (+00)-(+00) = +o0
X—>+00 X—>+00 X—>+00

Os dejo la grafica de la funcidn para que veais el comportamiento que hemos estudiado.

=

|
o o
|
(S o
e
et

—2X+2a SI —4<x<-2
Eiemplo: Sea la funcion f(X)=<-2x*—4a si —2<x<2
—-8x+b si  2<x<3

a) Calculalosvaloresde a y b para que la funcién sea continua en su dominio. Para esos valores, ées f
derivable?
b) Para a=-2 y b=16, estudia la monotonia de la funcién f y calcule sus extremos relativos y absolutos.

a) Tenemos que la funcidn esta definida en el intervalo cerrado [—4, 3] y sus partes son polinémicas,

cambiando de definicion en X=—-2 yen X =2, que es dédnde tendremos que imponer la condicién de
continuidad pues:

- En (-4,-2), (-2,2) y (2,3) es continua por ser polindmica

- En X=-4, es continua por la derecha

- En X =3, es continua por la izquierda

Impongamos la continuidad en X =—2
- I (-2)=-2-(-2)+2a=4+2a
- lim f(x)= lim (-2x+2a)=4+2a
X——2"

X—>—2"

- lim f(x)= lim (-2x* —4a) =-8—4a
x—-2"

x—>-2"

Para que sea continua: 4+2a=-8—-4a=6a=-12=a=-2
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Impongamos la continuidad en X =2

. 3f(2)=-22"—4a=-8-4a
- lim f(x) = lim(-2x* —4a) =-8—-4a
X—2~ X—2"

_lim £(x) = lim (=8x +b) =—16+b
x—2"

x—2"

Para que sea continuay como a=-2: -8—4:(-2)=-16+b=0=-16+b=Db=16

a=-2

Solucién:
{b =16

b) Para esos valores, hemos visto en el apartado a) que la funcion es continua, luego la funcién tiene extremos
absolutos y los alcanza en los extremos relativos o bien en los extremos del dominio (que es el intervalo
cerrado [-4, 3]

—2x—-4 si —4<x<-2 -2 si —4<x<-2
Derivemos la funcion: f(X)={-2x*+8 si —2<x<2 = f'(X)=<-4x si -2<x<2
-8x+16 si  2<x<3 -8 si 2<x<3

Vemos si la derivada se anula limitado a las restricciones de cada parte:

f '(X) =—-2 # 0 = No se anula nunca
f '(X) =—4x=0= x=0Posible extremo
f '(x) =—8+# 0= No se anula nunca

Construimos la tabla de signos:

f(x) (-4,-2) (=2,0) (0,2) (2,3)
2 -
_4x + -
8 -
\J 0 \ \J
Monotonia:

- f crecienteen (-2,0)

- f decrecienteen (-4,-2), (0,2) y (2,3)
Extremos:

- En X=—4, méximo relativo y el valor que alcanzaes f(—4)=-2-(-4)—4=4
- En X=-2, minimo relativo y el valor que alcanzaes f(-2)=-2:(-2)-4=0
- En X =0, maximo relativo y el valor que alcanza es f(0)=-2:0°+8=8
- En X =3, minimo relativo y el valor que alcanzaes f(3)=-83+16=-8

Yen X =0 tenemos el maximo absoluto y el valor que alcanza es f (0) =—2.0°+8=8

©manolomat.es



Matemdticas | 12 Bachillerato
Y en X =3, tenemos el minimo absoluto y el valor que alcanza es f (3) =-83+16=-8

Recordemos que la existencia de estos extremos es porque la funcién es continua en su intervalo de definicién,
[—4, 3] , que es cerrado.

5. CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION

No vamos a entrar en profundidad en el significado de céncavo o convexo en una funcién, sélo mediante unas
graficas veremos su significado.

Una funcidn es convexa en un intervalo si su grafica en ese intervalo es similar al siguiente dibujo

Algunos libros lo llaman también como cdncava hacia las y positivas. Nosotros diremos sélo

convexa.

Una funcidn es céncava en un intervalo si su grafica en ese intervalo es similar al siguiente dibujo

Algunos libros lo llaman también como céncava hacia las Yy negativas. Nosotros diremos sélo

concava

Estudiar la curvatura de una funcion es ver donde es concava 6 convexa.

La caracterizacion de donde una funcidn es céncava o convexa viene dada por el signo de la derivada segunda.

NOTA IMPORTANTE: Si X, es un punto de inflexién e Y = f (X) es derivable dos veces en X,, entonces
f"(x,) =0

Propiedad:

. n .7 7

si f"<0 , entonces la funcién es céncava
. n .7

si f">0 , entonces la funcién es convexa

Eiemplo: Estudiar la curvatura de f(x) = x* —6x°
Como es una funcidn polindmica, su dominio es todo R , y es derivable infinitamente en todo R

Derivamos hasta la 22 derivada: f'(x) =3x* —12x > f"(x) =6x-12

Vamos a estudiar el signo de f". La igualamosa 0: 6x—-12=02> x =2

Construimos la tabla de signos:

(—0,2) (2,+0)
6x—-12 - +
Cdncava ﬂ Convexa U
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En (—00,2), la funcion es céncava.

En (2,+00), la funcion es convexa.

La gréafica de esta funcidn es como sigue, para que veais que coincide con el estudio realizado

F'S
y

En x = 2, se produce el cambio de concavidad o curvatura.

NOTA: Como siempre, se puede decir que en (2, —16) es donde se produce el cambio de curvatura, en lugar de decir
X = 2.

Definicidn: Diremos que una funcion Y = f (X) tiene un punto de inflexion en X;, cuando la funcién cambia de
curvatura en ese punto.

Si pasa de convexa a cdncava, se llama punto de inflexion convexo-cdncavo.

Si pasa de cdncava a convexa, se llama punto de inflexion céncavo-convexo.

NOTA IMPORTANTE: Si X, es un punto de inflexién e Y = f (X) es derivable dos veces en X,, entonces
f"(x,)=0

Eiemplo: Calcular los puntos de inflexion de f (X) = x* —6x°

Esta funcién es la de un ejemplo anterior, aprovechamos lo ya hecho:

(—0,2) (2,+0)
6x—-12 - +
Cdncava ﬂ Convexa U

Como vemos, en X, = 2, la funcidn tiene un punto de inflexién céncavo-convexo.

2

Ejemplo: Estudiar la curvaturay los puntos de inflexion de la funcion y = —3
X —
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Siempre primero tengamos en cuenta el dominio: Dom(y)=R —{3} . En su dominio esta funcidon es derivable pues
es racional y no se anula el denominador

4
Calculamos la 2 2 derivada: y=—— = Yy =-———.Veamos donde se anula que seran los posibles

(x-3)° (x-3)

puntos de inflexion y nos permite hacer la tabla de signos: y" = =0= 4 =0. No hay solucién.

4
3
(x=3)
Hacemos la tabla de signos y iiOJO!!! hay que tener en cuenta también los que anulan al denominador que no son
del dominio.

(—00,3) (3,+00)
4
— - +
(x-3)
Cdncava ﬂ Convexa U

Podemos concluir que:

En (—00,3) , la funcién es céncava.

En (3,40), la funcién es convexa.

Y no tiene puntos de inflexién, pues en x = 3 no tiene sentido pues no es del dominio.

1 .
— si x<0
Eiemplo: Sea la funcién f (X) =< x-1 , estudia su monotonia, curvatura y puntos de inflexién.

x*—=2 si x>0
Observamos que Dom( f ) =R, pues en la parte racional, se anula el denominador para x =1, pero 1> 0con lo
que se le aplica la otra parte.

Veamos la continuidad, que sélo en x = O puede presentar problemas al cambiar de definicidn, pues en los demas
puntos es polindmica o racional y no se anula el denominador, luego es continua.

En x=0,
() =02—2=-2
- lim () = lim —— =1

x—0" x—>0" X — 1

- lim f(X) = lim(x*-2)=-2
x—0" x—0"

Se tiene que f presenta en X =0 una discontinuidad de salto finito y amplitud 1. Como mucho, podriamos decir

que f es continua por la derecha.

Derivemos ahora, sabiendo que no es continua en x = 0, por lo que tampoco puede ser derivable.
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—:£7 si x<0
f'(x)=1:(x-1) . Vemos dénde se anula:
2X si x>0
-1 . .
W =0 si x<0 —1=0no se anula X =1 no se considera pues no es <0
x =0 no valido pues x >0

2x=0 si x>0

Construimos la tabla de signos de f

Monotonia:
- T esdecreciente en (—,0)
- T escreciente en (0,+x)
iOJO! x = 0 NO es un minimo pues la funcién ahi no era continua.
Curvatura:
Calculemos la derivada 22:

2 .
. 5 S x<0
f'(x) =1 (x-1 Lo mismo que en la derivada 12, x =1no se considera a la hora de elaborar la tabla

2 si x>0

de signos:
£
2
(x-1)
2 +
Céncava [ Convexa U
Luego:

- f escéncavaen (-»,0)

- f esconvexaen (0,+)
- X =0 esun punto de inflexién cdncavo-convexo, aunque la funcién no sea continua en ella, pues la
definicidn de punto de inflexidn es el cambio de concavidad y que sea del dominio, y en este caso lo cumple.
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